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یکدیگر را درون دایره قطع کنند یا امتداد وتر ها یکدیگر را در خارج دایره قطع  اگر وتر های دایره

 زیر به آن ها می پردازیمرار است که در قضیه های قکنند. بین پاره خط های ایجاد شده روابطی بر 

اگر از یک نقطه داخل دایره دو وتررسم می کنیم،حاصل ضرب قطعات قضیه:  

 دیگریک وتربرابر است با حاصل ضرب دو قطعه روی وتر

  MA MB MC MD 

 وصل می کنیم.  Bرا به  Cو نقطه  Dرا به  Aنقطه  اثبات: 

D

BD
A C MA MD AD2 MAD MCB

MC M

B

B CBAC

MA M MC
2

M

B D

 

 


 

    

 

 






 
 

 

 را به دست آورید. xدر شکل زیر مقدار مثال: 

 

  

2

2

MA MB MC MD 12 4 x x 2 48 x 2x

x 8
x 2x 48 0 x 8 x 6 0

x 6

           


        

  

 

 .تقسیم کرده است 2به 1را به نسبت CDوترABوتر در شکل زیر مثال: 

ABاگر   11,CD 9 ر ر  CDسانتیمتر باشند.آن گاه وت به چه  راABوت

  می کند.نسبت قطع 

 

  

2

2

MD 1
MC 2MD ,MC MD 9 2MD MD 9 MD 3,MC 2 3 6

MC 2

AB 11 MB 11 x MC MD MA MB 3 6 x 11 x 18 11x x

x 2 AM 2
x 11x 18 0 x 2 x 9 0

x 9 MB 9

            

              


          

 

 

 روابط طولی در دایره



هندسه یازدهم ریاضی  شهین قلی زاده 2درس  1فصل   

2 
 

xبا توجه به شکل   2 صحیح است 

  .تقسیم کرده است 6به 1را به نسبت CDوترABوتر در شکل زیر : تمرین

ABاگر   10,CD 14 ر ر  CDسانتیمتر باشند.آن گاه وت به چه  راABوت

  نسبتی قطع می کند.

 

ای خارج نقطه همدیکر را در هر گاه امتداد های دو وتر از یک دایره  قضیه:  

 ه ای  که آن دایره بر هر یک ازقطع دو  ،حاصل ضربقطع کنند آن گاه دایره 

 برابر است با حاصل ضرب دو قطعه روی وتردیگرها  پدید می آورد وتر

 است

 وصل می کنیم.  Bرا به  Cو نقطه  Dرا به  Aنقطه اثبات: 

 

M M MA MD AD
MAD MCB

AC MC MB CB
B D

2
MA MB MC MD

 

 





       

 


  

 

 د.را به دست آوری xدر شکل مقابل مقدار مثال: 

 

  2

MA MB MC MD 10 33 x x 32

x 40
x 32x 330 0 x 40 x 8 0

x 8

        

  
        



 

MCبا توجه به شکل مقابلمثال:  6,MD 16    فاصله مرکز

 کدام است. ABدایره از وتر
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حل: 
 

2 2
2

MA MB MC MD 8 x 8 6 16

x 8 12 x 4 DC MD CM 16 6 10

OA R 5 OHA : OH OA HA 25 4 21

OH 21

        

        

       



 

 

خارج دایره یک مماس ویک قاطع بر دایره  Mهرگاه از نقطه قضیه: 

رسم کنیم. آن گاه مربع اندازه مماس برابر است با حاصلضرب اندازه 

 های دو قطعه قاطع 

 به عبارت دیگر طول مماس واسطه هندسی بین دو قاطع

MTاست MA MB
2

                                     

 ظلی   Tمحاطی و زاویه   Bزاویه وصل می کنیم .  A,Bبه   Tاز : ثباتا 

 
ه دوزاوي

AT
MB MTB T

MBT MTA MA MB MT
MT MA

M M

2

2


  
     

 


 

 د.را به دست آوری,x yدر شکل مقابل مقدار :مثال 

   

  

x x y y x y y

y
y y y y

y

2

2

2 10 4 5 , 6 4 36 9

12
9 36 0 12 3 0

3

           

  
        



 

 

 BCبر دایره مماس هستند و  PA,PBدر شکل مقابل  مثال :

PCعمود است . اگر  PAبر  6 ,C A 4  باشند، طولCD  را به دست

 آورید.

,

,

2 2 2

2 2

2

P B P A 10 P B P C B C

100 36 B C B C 100 36 64 B C 8

AC DC B C 16 DC 8 DC 2
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 بر دایره مماس است. طول وتر  Aدر نقطه  AB در شکل مقابل، تست:  

AD کدام است 

1)4                    2)5/4                  3)5                  4)5/5 

  

ه دوزاوي

AC
BAC ADC

BAC BAD

B B

BA AC BC x

BD AD AB x y

x
x x

x
x

x x y y
x y

2

2

6 3
5 6

6
5 36 0

5 6
4 6 3 9

4 9 0 6 27 4 / 5
9 4 5 2


   
 

  


     


     



         

   

 

 

 

رسم می کنیم . به طوری  OMرا در خارج دایره در نظر گرفته، سپس دایره ای به قطر M نقطه دلخواه 

Tکه دایره مفروض را در نقاط  T, .قطع کند T T,  را بهM,O  وصل

قائمه است زیرامحاطی رو به قطر  OTMمی کنیم. ثابت می شود 

 است.

MT تماس عمود است . پس مماس بر دایره است .  بر شعاع در نقطه

 مماس بر دایره است MTه همین ترتیببو

مماس های را بر دایره خارج دایره  Mنقطه دلخواه هرگاه از 

 C O R, :رسم کنیم آن گاه 

MT -الف MT 

TMTنیمساز زاویه های OM-ب TOT,   .است 

 

عحل:  ل ض رو وت
OT OT R MT MT

OTM OMT
OM OM M M1 2

     
    

    
 

ر دایره از نقطه ای خارج دایرهبرسم مماس    

 کار در کلاس



هندسه یازدهم ریاضی  شهین قلی زاده 2درس  1فصل   

5 
 

 

 

 

دو دایره   , , ,C o R C o R   را با فرضR R و طول خط المرکزین را درdoo d  نظر می گیریم اگر

dرا با جمع و تفاضل دو شعاع مقایسه کنیم دایره ها را به صورت های زیر می توان دسته بندی کرد. 

 

 دو دایره متخارج 
 

d R R  
 

 
 

 دو دایره  مماس برون

 

d R R  

 
 

 دو دایره متقاطع

R R d R R     

 
 

 دو دایره مماس داخل

 

 

d R R   

 
  دو دایره متداخل

d R R   

 
 

 مرکزدو دایره هم 

 

d 0 

 

 

 

 حالت های دو دایره نسبت به هم

 مماس مشترک دو دایره
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 خطی است که بر هر دو دایره مماس است.

 

 

مماس ا  گر دو دایره در یک طرف خط مماس باشند. این خط را

 گویند.مشترک خارجی 

 

 مماس مشترکا  طرف خط مماس باشند. این خط ر دوگر دو دایره در ا

 گویند.داخلی 

 

 

 

بر دو دایره مماس است و شعاع  T,Tدر نقاط  mخط 

OT,Oهای  T   رسم شده است. فاصله بین مرکز های دو

dدایره برابر OO   .از باشدO خطی به موازات خطm 

قطع  Hرا در نقطه ای مانند  OTرسم می کنیم تا شعاع 

 کند.

OT,Oشعاع های  T  برخطm   عمودند زیرا شعاع در نقطه تماس بر خط مماس عمود است 

O H m  بنا به خطوط موازی  o T 90,o T 90       بنابر این چهار ضلعیHT T O   مستطیل

 است.

   

2 2 2 2 2 2

2 22 2O H T T

OT R , O T R

O OO OH O H O H OO OH

O H d OT O T T

H

T d

O :

R R
 





   

        

         





 

 

 مماس مشترک خارجی

مماس مشترک داخلی   

 

اندازه مماس  مشترک خارجی دو دایره   

 اندازه مماس  مشترک داخلی دو دایره
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بر دو دایره مماس است و شعاع  T,Tدر نقاط  mخط 

OT,Oهای  T   رسم شده است. فاصله بین مرکز های

dدو دایره برابر OO   باشد. ازO خطی به موازات

را در نقطه  OTشعاع امتداد  رسم می کنیم تا  mخط 

 قطع کند. Hای مانند 

OT,Oشعاع های  T  برخطm   عمودند زیرا شعاع در

 نقطه تماس بر خط مماس عمود است 

O H m  بنا به خطوط موازی  o T 90,H T 90       بنابر این چهار ضلعیHT T O  مستطیل 

 است.

   

2 2 2 2 2 2

2 22 2O H T T

OT R , TH O T R

OO OH O H O H OO OH

O H d O H

O

T T T T d R

:

R

HO OHO :

 

   

 



        

     



  





 

: طول مماس مشتر ک های داخلی و خارجی دو دایره مثال   , , ,C o 7 C o 1 را با فرض به دست آورید. 

 

 

طول شعاع های دو دایره متخارج را به دست آورید که طول مماس مشترک خارجی آن ها : مثال

3مساوی  است 8و طول خط المرکزین آن ها مساوی   15و طول مماس مشترک داخلی آن ها 7

 

 

   

   

2 2 2

2 2 2

T T d R R 100 7 1 100 36 64 8

T T d R R 100 7 1 100 64 36 6

          

          

       

     

 

2 2 2 2 ن2 وا ت

2

2 2 2 ن2 وا ت

2

2

T T d R R 3 7 64 R R 63 64 R R R R 64 63 1

R R 1 T T d R R 15 64 R R 15 64 R R

R R 64 15 49 R R 7

R R 1
2R 8 R 4, 4 R 1 R 4 1 3

R R 7
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دو دایره  :مثال   , , ,C o 9 C o 4  به  را آن ها مماس مشترک خارجیهستند، انداره   مماس برون

 .دست آورید

 هستند  دو دایره مماس برون

وضعیت دو دایره 

 نسبت به هم 

تعداد مماس 

مشترک 

 خارجی

تعداد مماس مشترک 

 داخلی

 شکل

 

 دو دایره متخارج 
 

 

2 

 

 
2 

 
 

مماس  دو دایره 

 برون

 

 
2 

 

1 

 
 

 دو دایره متقاطع

 
2 

 

0 

 
 

دو دایره مماس 

 داخل

 

 

0 

 

1 

 
  دو دایره متداخل

0 

 

0 

 
 

 دو دایره هم مرکز

 

0 

 

0 
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2 2 2

d OO R R 9 4 13 , T T d R R 169 9 4 144 12                 

 دو دایره خط المرکزین و مشترک خارجی  اگر شعاع های دو دایره برابر نباشند، آنگاه -1

 همرسند.دو دایره  خط المرکزین همرسند.همچنین مماس مشترک های داخلی و

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اگر دو دایره مماس برون باشند. در این صورت و اندازه مماس مشترک های خارجی دو دایره برابر -2

T T 2 RR  

       
2 22 2 2 22 2T T d R R T T R R R R R R 2RR R R 2RR 2 RR                        

مماس ، پاره خط دو دایرهداخلی  مشترک در این حالت مماس 

 را نصف می کند. مشترک های خارجی

 

 

مماس برون O,O  در شکل زیر ، دو دایره به مراکزمثال: 

 را به دست آورید. MTاندازه ی   باشند.
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س ال ت

T T 2 RR 2 8 2 8

O T MT MT2
OMT : OT O T 8MT 16 2MT

OT MT 8 8 MT

16 8 8 32
6MT 16 MT MT T T MT 8

6 3 3 3



    

   
         



            

 

اگر دو دایره مثال:   , , ,C o a C o 2a   خط المرکزینبا طول  d OO 4 2a    تنها یک مماس دارای

 برابر کدام است. aمشترک باشند.

8 3 4
(4 (3 (2 1(1

3 2 3
 

  هستند.بنا براین مماس درون هستند چون دارای تنها یک مماس مشترک

4
d R R 4 2a 2a a a a 4 2a a a

3
             

 

 


