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  : آوريم کهبه ياد مي
  . يک حکم يا ادعا است که يا دقيقاً درست است و يا دقيقاً نادرست»گزاره«

  : توجه کنيد
   : درست باشد، گوييم آن گزاره درست است، وليدر تمام حالات ممکناگر گزاره 

  .براي نادرست بودن آن، کافي است فقط در يک مورد نادرست شود
يـک  گـاهي  . دارد، در کل فقط دو راه براي روشن کردن وضعيت آن وجود         )در رياضيات : بويژه( يک گزاره    بابنابراين، در مواجهه    

  :شودادعاي کلي با يک مثال تعيين وضعيت مي
  
  
  
  
  
  

  :  کهتوجه کنيد
  .  که آن حکم نادرست استايماثبات کردهاگر بتوانيم براي يک حکم مثال نقض بياوريم، در واقع 

  
  1398 شهريور؛ نهايي کشوري

  . ي زير را تعيين کنيددرستي يا نادرستي گزاره
12، عدد 1تر از  بزرگnبراي هر عدد طبيعي  −n است اول.  

 
  
  
  
  

   :توجه کنيد
  : شود، بايد داراي دو شرط زير باشدآورده مييک حکم کلي نقض راي مثالي که ب

 : فرضِ عبارت داده شده را برقرار سازد، ولي 

  .حکمِ آن عبارت نادرست شود 
  

 خـپاس

 

  انواعي از استدلال
 1بخش

  : مثال نقض
به چنين .  آورده شود كه كليت آن حكم را رد كند مثاليکافي استكه يک حكم کلي نادرست است، براي نشان دادن اين

  .شودگفته مي »مثال نقض«مثالي، 
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   . رد کنيدنقض با مثال را » .عدد گنگ، عددي گنگ استحاصل جمع سه «حكم  :مثال

 
  
  
  

  : ي زير نادرست استنشان دهيد گزاره :مثال
)(~ ExPx ∈∧∈;`∈∀ x  

)Pي اعداد اول و  مجموعهEي اعداد طبيعي زوج مجموعه(.  

 
  
  
  

  
. هاي آورده شده، حکم را تاييد کنند پيدا کنيم و تمام مثالهاي گوناگون، نتوانيم هيچ مثال نقضي مثالبا آوردنممکن است 

  :در اين صورت، توجه کنيد
  

  : هر تعداد مثال در تاييد يک حکم آورده شود، باعث اثبات آن نخواهد شد، چون :اولاً
  .امکان دارد مثال بعدي، يک مثال نقض باشد

  . شودحکم در حالت کلي بيشتر مي بودن  درستکنند، احتمالوقتي چندين مثال يک حکم را تاييد مي :ثانياً
  . گويند و در علوم تجربي، تقريباً تنها روش بوده و کاربرد فراوان دارد»استدلال استقرايي« را گيري نتيجهاين روش

  

   :در رياضياتاما 
  .پذيريممي »حدس«يا  »يهفرض«بعد از بکار بردن استدلال استقرايي، حکم را به عنوان يک 

  

  . شود شود، نياز به اثبات دارد که توسط دو مورد زير انجام ميتاييد قطعي  يا حدسکه فرضيهاينبراي 
  

 حقايق پذيرفته شده 

 .ها اثبات شده استاصول و احکامي که قبلاً درستي آن
 هاي درست استنتاجروش 

برند تا يک حکم جديد اثبات      کار مي هاي درست استدلال، مفروضات مسأله را ب      ي قبلي با روش   معمولاً حقايق پذيرفته شده   
  . شود

  

 خـپاس

 خـپاس
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   :حقايق پذيرفته شده
  :  روند را ببينيد بکار ميبيشترها برخي حقايق پذيرفته شده که در اثبات

12 و هر عدد فرد به صورت k2هر عدد زوج به صورت   −kاست  . 

 کسر توان به صورتهر عدد گويا را مي 
n
m نوشت که m و nبعلاوه.  دو عدد صحيح بوده و مخرج غير صفر است: 

  . هر عددي که نتوان آن را به صورت کسر گويا نوشت، گنگ است
  : نمونهراي ب

 . همگي گنگ هستند5 و π ،2 ،3عددهاي 

 : عددهاي طبيعي يا صحيح متوالي به صورت زير هستند 
…,,,, 321 +++ kkkk 

 :عددهاي متوالي زوج به صورت 

…,,, 42222 ++ kkk  
  : زير هستندو عددهاي متوالي فرد به صورت

…,,, 523212 +++ kkk  
  

   :هاي اثباتروش
  :  طبقه بندي کرد کلي را در دو نوع رياضيهاي اثبات احکامتوان روشمي

    اثبات غيرمستقيم اثبات مستقيم     و  
  اثبات مستقيم 

-، فرض مسأله و حقايق قبلي به طور مناسب بکار رفته و اثبات صورت مي              گيرندهايي که در اين گروه جاي مي      در روش 

  . پذيرد
  مستقيماثبات غير  

حکـم را   بـودن    ا مورد استفاده قرار داده و درسـت       ، به نوعي حکم مسأله و حقايق قبلي ر        هاي اثبات از روش  اين گروه    در
  .  گيريممينتيجه 

  

  :ببينيدرا از اثبات مستقيم  نمونهچند  :مثال
 :دليل.  استزوج همواره ،حاصل جمع يا تفريق دو عدد زوج يا دو عدد فرد •

kkkkk
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′′=′+=′+
′′=

2222 )( 
	�  

kkkkk
k

′′=−′+=−′+−
′′=

2121212 )( �
�	�  

  : دليل.اما اگر يكي زوج و ديگري فرد باشد، حاصل فرد است
1212122 −′′=−′+=−′+

′′=
kkkkk

k
)( 
	�  

 :ضرب زوج استصورت حاصل در غير اينبوده و عدد فرد، فرد دوضرب حاصل •
 1212212241212 +′′=+′−−′=+′−−′=−′−

′′=

kkkkkkkkkkk
k
��
��	� )())((  



  

        

  آموزش تشريحي رياضيات گسسته
 دکتر ظفــرخواه: مدرس                                                                                                                          )1( نظريه اعداد :جزوه

 

6 

 آموزش مفهومي

  0935  421  0135                                    @Drzafarkhah 
• 

 ). باشدمخرج غيرصفربايد در تقسيم  (.يا است تفريق، ضرب و تقسيم دو عدد گويا هميشه عددي گوجمع،حاصل  •

np
mq

p
q

n
m

q
p

n
m        و       ÷=×=

nq
mp

q
p

n
m         و       ×=

nq
npmq

q
p

n
m ±=±  

  
  . نشان دهيد مربع هر عدد زوج، زوج است و مربع هر عدد فرد هم فرد است :مثال

 
  
  
  
  
  

  1398 شهريور؛ کشورينهايي 
  . ي زير را تعيين کنيددرستي يا نادرستي گزاره

  . مجموع هر دو عدد فرد، عددي زوج است

 
  
  

   :بررسي تمام حالات
  :سازداثبات احکام را ممکن مي، تکنيک زيردر اثبات مستقيم، گاهي استفاده از 

  . و بررسي درستي حکم در هر حالت هاي ممکن،تفکيک فرض به تمام حالت
  : ها توجه کنيدارزي زير بين گزارهبه هم

)()()(
)(~)(~)(~

)~~(~
)(~)(
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21

21

21

2121

 

  : يعني
 را نـشان دهنـد تـا    qها درستي  تفکيک شود، کافي است هر کدام از آنkPو  . . .  ،    1P  ،2Pهاي  اگر فرض در کل به حالت     

  .  در کل اثبات گرددqدرستي 
 

  . ضرب هر دو عدد صحيح متوالي، زوج است نشان دهيد حاصل:مثال

 
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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752، عدد n نشان دهيد براي هر عدد طبيعي :مثال +− nnفرد است  .  

 
  
  
  
  
  
  

  :  نشان دهيد نتيجه گيري زير براي اعداد درست است:مثال
000 =∨== baab  

 
  
  
  
  
  

  
  :ببينيدهايي از هر کدام و نمونهاثبات غير مستقيم در ادامه، دو روش در 

  
  
  
  
  
  
  
  

  .  هم فرد استn فرد باشد، آنگاه 2nان دهيد اگر نش :مثال

 
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

  : برهان خُلف
  :کنيمهاي زير عمل ميبراي استفاده از اين روش، طبق گام

  .کنيم حکم نادرست باشدعني فرض ميگيريم؛ يحكم مورد نظر را نادرست در نظر مي 

 آن قضيه يا مسأله را »فرض« يا »حقايق شناخته شده«، بيان استدلالي مناسبي قبل و با توجه به فرضِ مرحله 
  .كنيمنقض مي

  .تواند نادرست باشد و از ابتدا صحيح بوده استگيريم حكم آن مسأله نمينتيجه مي 
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  . نشان دهيد حاصل جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، همواره گنگ است :مثال

 
  
  
  
  
  

βα دو عدد گنگ و β و α اگر :مثال βα گويا باشد، نشان دهيد عدد +   .  گنگ است+2

 
  
  
  
  
  

ثابـت کنيـد    . انـد  هم همان اعداد ولي با ترتيب ديگري قرار گرفتـه          3b و   1b  ،2b. تند عددهايي صحيح هس   3a و   1a  ،2a :مثال
))()(( 332211 bababa   )متن کتاب درسي(.  عددي زوج است−−−

 
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

21 نامساوي :مثال ≥+ aa  0براي را>aنشان دهيد  .  

 
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

  : اثبات بازگشتي
  : کنيمطريق بازگشتي به ترتيب زير عمل ميدر اثبات به

 . پذيريمميموقتاً حكم را  

 . رسيمي بديهي يا فرض داده شده ميدر چند مرحله به يك رابطهشروع از حکم، با  

، پـذير باشـند   اعمـال انجـام شـده برگـشت       اکنون اگر تمام مراحل را بتوان از آخر به اول نتيجه گرفت، يعني               
 .شوددرستي حكم تأييد مي
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  1398؛ خرداد نهايي کشوري
  . ها کمتر نيستثابت کنيد ميانگين حسابي دو عدد نامنفي از ميانگين هندسي آن

 
  
  
  
  
  
  

yxxyyx نامساوي :مثال ++≥++   .  نشان دهيدy و xبراي اعداد حقيقي را  122

 
  
  
  
  
  
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
yzxzxyzyxنامساوي  ++≥++    . نشان دهيدz و x ،y را براي اعداد حقيقي 222

 
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  : توجه کنيدصحيح اعداد در  »پذيريبخش«مفهوم بيان دقيق به 
  
  
  
  
  
  
  

  :براي نمونه
124: داريم Nتوان به صورت  را مي−12، زيرا عدد |−

k

)( 34   . نوشت −

ab :نويسيم وجود نداشته باشد، ميkاگر چنين عدد    : نمونهراي ب. /|
104 k401:  نخواهد شد10 در هيچ عدد صحيحي برابر 4، زيرا ضرب عدد /| ≠ .  

   :بعلاوه
abعبارت    .شودخوانده مي »،شمارد را ميa عدد b« يا » راaکند  عاد ميb«  به صورت|

  
   :خواص مقدماتي

  .a|1±:  يعني هموارههستند؛پذير  بخش−1 و 1بر تمام اعداد  

aaa |)( 11 aaa      و     =−×−→− |11 →×= 

00: ، زيراکنندرا عاد ميعدد صفر تمام اعداد صحيح،   ×= a .به عبارت ديگر : 

  .a|0: پذير است، يعني هموارهد بخش تمام اعداصفر تنها عددي است که بر
 : برقرار است، خواهيم داشتk  براي هر عدد صحيحk×=00 ولي چون تساوي. پذير نيستهيچ عددي بر صفر بخش 

 : بنابراين. |00
00 = aa| 

  :يعني
  .کندعدد صفر فقط خودش را عاد مي

 :زيرا. پذير استهر عددي بر خودش بخش 
aaaa |×= 1 

  

  : پذيريبخش
  .  عددهايي صحيح باشندb≠0 و aفرض کنيد 

bka يافت شود كه k گوييم، هرگاه عدد صحيح »پذيربخش« b را بر aعدد  ab :نويسيمصورت ميدر اين. = |. 
  : بنابراين

]∈=⇔ kbkaab ,|  

 

 Zپذيري در بخش

 2بخش
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  :  داريمnدهيم که براي هر عدد طبيعي نشان مي :مثال
naa | 

aaي بديهي  باشد، رابطهn=1اگر ) الف   .  را داريم که درست است|
  : باشد، در اين صورتn<1اگر ) ب

N
nn

k

nn aaakaaaa |=→×=
=

−1 

  
  :مبحث نظريه اعداديادآوري يک مفهوم بسيار پرکاربرد در 

  

   :عدد اول
  . عليه مثبتي نداشته باشد و خودش هيچ مقسوم1گوييم، هرگاه غير از  »اول«   راp<1عدد طبيعي 
  :  عددي اول باشدpبنابراين، اگر 

paapa ±=±= ,| 1 
  : بنابراين. گوييم »مركب« تر از يك راساير اعداد طبيعي بزرگ

  . نه اول است و نه مركب1عدد 
  

  : را ببينيدهاآن و برخي کاربردهاي ، دليل هر کدامشمارشصلي اهاي ادامه ويژگيدر 
  

  
  
  
  
  
  

  :دليل
akb: داريم k∋[طبق فرض، براي يک    :  و در نتيجه=

N bmakabmkmabm
k

|′=→=
′

 

  :  موارد زير را انجام دهيد :مثال
  : گيري زير دليل بياوريدبراي نتيجه) الف

bkak |   ]∈kba ,| 
  . صحيح نيست قسمت قبل گيري عکسنشان دهيد نتيجه) ب

ba |/   ]∈kbkak ,| 

 
  
  

 خـپاس

   : 1ويژگي 
  : mکند؛ يعني براي هر عدد صحيح  را نيز عاد ميb هر مضربي از a را عاد کند، b عدد aاگر 

  

bmaba ||  
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  :دليل
21∋[طبق فرض، براي عددهاي  kk 1ckb: داريم , 2bka و =   : در نتيجه. =

  

N acckakkcbka
k

|=→==
=
212  

  

baدهيم از نشان مي :مثال   :  داريمn طبيعي شود براي هر عدد نتيجه مي،|
nba | 

  :  زيرا
nbbقبلاً ديديم که همواره    :  است و در نتيجه طبق ويژگي قبل|

nn babbba ||| ∧  
  

   :توجه کنيد
nnهاي ي عبارتوجه به تجزيه، با تb و aبراي عددهاي صحيح  ba ±:  

))(( 1221 −−−− ++++−=− nnnnnn babbaababa "  
)nفرد (              ))(( 1221 −−−− +−+−+=+ nnnnnn babbaababa " 

nnي همواره رابطه  baba −−  .  برقرار است|

nn:  فرد باشد، آنگاهnاگر   baba ++ | . 

  : بعلاوه
nn:  زوج باشد، آنگاهnاگر  baba −+   .  نيز برقرار است|

  

   : 2ويژگي 
  : شمارش خاصيت تعدي دارد، يعني

  .پذير است بخشc بر a: پذير باشد، آنگاه بخشc بر b و b بر aاگر 
  : با نماد رياضي

  

acabbc ||| ∧ 
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cbaاگر داشته باشيم :مثال nn: ، نشان دهيد2|− cba −|2.   
  

 
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  :دليل
21∋[طبق فرض، براي عددهاي  kk 1akb: داريم , 2akc و =   : در نتيجه. =
cbaakcbkkaakakcb

k

±=±→±=±=±
=

|)( 
	� 2121  

   :نتيجه گيري
  : داريمهمواره  n و mبراي عددهاي صحيح 

cnbmacaba ±∧ |||  
  . هاي اول و سوم بديهي استدليل اين مطلب، با توجه به ويژگي

  

1212 اگر :مثال 2 +− nn   .  را مشخص کنيدnهاي طبيعي  جواب،|

 
  
  
  
  
  
  
  
  

3 را چنان مشخص کنيد که nعددهاي طبيعي  :مثال
623 2

−
−+

n
nnعددي صحيح باشد  .  

 خـپاس

 خـپاس

   : 3ويژگي 
  : شوداين ويژگي به صورت زير بيان مي

  .پذير استهم بر آن عدد بخشها  آنپذير باشند، آنگاه جمع و تفريقاگر دو عدد بر عددي بخش
  :  نماد رياضياب

  

cbacaba ±∧ ||| 



  

        

  آموزش تشريحي رياضيات گسسته
 دکتر ظفــرخواه: مدرس                                                                                                                          )1( نظريه اعداد :جزوه

 

14 

 آموزش مفهومي

  0935  421  0135                                    @Drzafarkhah 
• 

 
  
  
  
  
  

  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
  
  

  

  :دليل
akb:  هست کهk∋[طبق فرض، عدد    : در نتيجه. =

|||||||||| || abkab k ≥⎯⎯ →⎯= ≥1  
  

  :   عددهايي صحيح و غير صفر باشند، نشان دهيدb و a اگر :مثال
  

baabba ±=∧ || 

 
  
  
  
  
  

  . براي موارد زير دليل بياوريد :مثال
baاگر ) الف dc و | bdac، آنگاه | |.   
bcacاگر ) ب ba: ، آنگاه داريم باشدD≠c و | |.  

 خـپاس

 خـپاس

   : 4ويژگي 
ba: اگر داشته باشيم |||| باشد، آنگاه b≠0 و | ba   : به صورت نمادين. ≥

||||| babba ≤≠∧ 0  
  :  سادهبيانبه 

 . دپذير باشتر از خود بخش بزرگتواند بر عددهاييک عدد مثبت نمي
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bca با شرايط c  وa، bبراي عددهاي طبيعي  :مثال ac و 2| ba: نشان دهيد، | | .  

  

 
  
  
  
  

  : ، خاصيت مهمي از ضرب عددها و کاربردهايي از آن را ببينيددر ادامه
  

  : نشان دهيد :مثال
 :  همواره زوج است،دو عدد صحيح متواليهر ضرب حاصل) الف

 

knn 21 =+ )( 
  .پذير است بخشn! يعني بر ؛ استn! عدد صحيحِ متوالي، همواره مضرب nضرب حاصل: در کل) ب

  : بويژه
  ». است6 مضرب ،سه عدد صحيح متواليهر ضرب حاصل«نتيجه بگيريد که 

 
  
  
  
  
  
  
  

18نشان دهيد مربع هر عدد فرد به صورت  :مثال +k است.   
  

 
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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kk عددي زوج باشد، kاگر نشان دهيد  :مثال 43   .  است48مضرب همواره  −
  

 
  
  
  
  
  

  :پذير نيستندکنيم که عددها بر هم بخشدر پايان، حالتي را بررسي مي
  
  
  
  
  
  

  
  :توجه کنيد

  : توانهمواره مي b  برa قسيمتدر 

را توسط جزء صحيح خارج قسمت  



=

b
aq پسس و: 

bqar ي از رابطه راماندهباقي    . دورآ بدست =−
  

  .تعيين کنيدرا  7بر  −31 و 31ي تقسيم عددهاي ماندهخارج قسمت و باقي :مثال

 
  
  
  
  
  
  
  

nmي تقـسيم عـدد     مانـده  باشند، باقي  3 و   5 به ترتيب    17 بر   n و   mي تقسيم اعداد    دهماناگر باقي  :مثال 52  را 17 بـر  −
  )تاب کمثال( .تعيين کنيد

 خـپاس

 خـپاس

  :  قضيه تقسيم
  : وجود دارند کهr و q يكتاي ، اعداد صحيح وbبر عدد طبيعي  aدر تقسيم عدد صحيح 

 

brrbqa <≤+= D,  
 

  . نام دارندb بر a تقسيم »ماندهباقي« و »خارج قسمت«ترتيب  بهr و qعددهاي 
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  :ي تقسيم توجه کنيدبه يک کاربرد مهم قضيه
  

   :بندي اعداد صحيحدسته
  : کنيمسيم مي تقm را در نظر گرفته و آن را بر aعدد صحيح دلخواه .  عدد طبيعي ثابتي باشدm<1فرض کنيد 

1210 −=+= mrrmka ,,,,; … 
  .  در يک مجموعه قرار دادmمانده تقسيم بر توان عددهاي صحيح را بر حسب باقيبينيد که ميمي

  :  هستندزيرمانده صفر باشد، عددها به صورت اگر باقي
]∈= kmka , 

  : دهيم نشان ميm][0ي تمام اين نوع اعداد را با مجموعه
}]∈= kmkm |{][0 

  :  شود، عددها به اين صورت هستند1ي تقسيم برابر ماندهاگر باقي
}]∈+= kmkm |{][ 11 

  : هاي زير خواهند بودساير عددهاي صحيح نيز به يکي از صورت
}]∈+= kmkm |{][ 22  
}]∈+= kmkm |{][ 33 

#    
}]∈−+=− kmmkm m |{][ 11 

  :بنابراين
  :  زير مجموعه افراز شدm دقيقاً به تعداد [ي ، مجموعهmبا انتخاب عدد طبيعي 

mmmm m ][,,][,][,][ 1210 −… 
  : يعني

 . ها هيچ يک تهي نيستنداين مجموعه 
 . دو به دو اشتراک ندارند 
 .ها جاي داردهر عدد صحيح در يکي از آن 

  

  : ه عنوان نمونهب
  : دقيقاً چهار قسمت افراز چنين هستندm=4براي 

},,,,,,,{} …… 1284048 −−=]∈= kk |{][ 40 4 
  

 خـپاس
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},,,,,,,{} …… 1395137 −−=]∈+= kk |{][ 141 4  
  

},,,,,,,{} …… 14106226 −−=]∈+= kk |{][ 242 4 
  

},,,,,,,{} …… 15117315 −−=]∈+= kk |{][ 343 4 
   :باشيدبه ياد داشته 
  :استقابل نوشتن هاي زير به يكي از صورت mبر حسب عدد طبيعي  a هر عدد صحيح

 

121 −+++ mmkmkmkmk ,,,, … 
  

  : براي نمونه
  :هاي زير قابل نوشتن است، هر عدد صحيح به يکي از حالتm=5بر حسب 

 

453525155 ++++ kkkkk ,,,,  
  

  .  است3 هم مضرب n باشد، آنگاه 3 مضرب 2nنشان دهيد اگر  :مثال

 
  
  
  
  
  
  
  

116صورت  به 4aعدد ، a دد صحيح فردنشان دهيد براي ع :مثال +kاست  .  

 
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس
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  .  اعداد دارندکاربردهاي زيادي در نظريهم .م.م  و ک.م. بدو مفهوم
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

   :در حالت خاص
baاگر  ),(||، آنگاه | aba  : ويژهب.  است=

 

||),( aa ),(||    و     0= aaa = 
),(عبارت البته    .معني است بي00

  

  : دهيدنشان. عددي صحيح باشد a عددي اول و pفرض کنيد  :مثال

apاگر  ppa :، آنگاه| ),(=1 :صورت و در غير اين),(= pa.  

 
  
  
  
  

  :م اعداد اهميت بسياري دارد.م.حالت خاص زير در مورد ب
  
  
  
  
  
  

  : به دو مورد در ارتباط با اين مفهوم توجه کنيد
194واضح است که     .ها نداردتک آنن اعداد ربطي به اول بودن تک و بنابراين متباين بود),(=

 خـپاس

 

  . م.م.و ک. م.م.ب
 3بخش

  : م اعداد.م.ب
: يعنـي  »م.م.ب« را dعـدد طبيعـي   . ها غيـر صـفر اسـت    دو عدد صحيح باشند كه لااقل يكي از آنb و a فرض كنيد 

  : اين دو عدد گوئيم، هرگاهترين مقسوم عليه مشترک بزرگ
 

ad :اولاً  bd و |   و |

 . تر باشند كوچكd از b و aهاي مشترك  ساير مقسوم عليه:ثانياً 

  : نويسيمميدر اين صورت 
dba =),(  

  : اعداد متباين 
  :  گوئيم، هرگاه»متباين« يا »اول« را نسبت به هم b و aدو عدد 

1=),( ba  
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ي اين دو عدد به عددهاي اول، عامـل اول مـشترکي        نسبت به هم اول هستند که در تجزيه       وقتي   b و   aدو عدد    
  : نمونهراي ب. وجود نداشته باشد

3248چون  4 7535 و =× 13548، بنابراين =×   .  است),(=
  

   .  اول است125 و 81، 64 نسبت به هر سه عدد 77 نشان دهيد عدد :مثال
  

 
  
  
  
  

11: نشان دهيد باشند، آنگاه صحيح اعدادي b و aاگر  :مثال =+ ),( aab .   

 
  
  
  
  
  

),(نشان دهيد حاصل  :مثال 3142 −+− aaa است2 يا 1 برابر  .)]∈a(  
  

 
  
  
  
  
  

  :کنيمهاي مشترک دو عدد صحيح را بررسي مياکنون مضرب
  
  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

  : م اعداد.م.ک
تـرين  کوچـک : يعنـي » م.م.ک« را cعدد طبيعي .  دو عدد صحيح باشند كه هر دو غير صفر هستند b و   aفرض كنيم   

  :  اين دو عدد گوئيم، هرگاه مشترکمضرب
ca :اولاً  cb و |   و |
 . باشندتر  بزرگc از b و aهاي مثبت و مشترك مضرب ساير :ثانياً 

  : نويسيم ميرتدر اين صو
cba =],[ 
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  :در يک حالت خاص
ba هرگاه ],[|| ، آنگاه| bba  :  است؛ بويژه=

 

||],[ aa ],[||    و     1∓= aaa =.  
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
  : ي خالي را پر کنيدجا
cba   :  اگر و تنها اگر دو شرط زير برقرار باشند],[=

................,)|,|) 021 >∀mcbca 

 
  
  

  .  زير را حساب کنيد، مقاديرb و a عدد صحيح غير صفربراي دو  :مثال
( )],[, baa       و   [ ]),(, baa  

 
  
  
  
  

   : کنيدتوجه
  :  کنيد، در اين صورتتجزيهعددهاي داده شده را اگر 

 . تر استهاي مشترک با توان کوچکبرابر ضرب عامل. م.م.ب 
 . هاي غير مشترک استدر تمام عاملتر ضربهاي مشترک با توان بزرگ برابر ضرب عامل.م.م.ک 

  : براي نمونه
5240چون  3 25375 و =×   : ، بنابراين داريم=×

6002357540 32 557540     و     ],[=××= 1 ==),( 
  : ي زير برقرار استدو عدد، رابطه. م.م.و ک. م.م.، بين بتوان نتيجه گرفتاز دو مورد بالا مي

),(
||],[ ba

baba =  
  

 تکنيـک زيـر   اسـتفاده از معمـولاً   هـستيم،  عددهايي با اطلاعات داده شـده م به دنبال .م.م يا ک.م.هنگامي که در مبحث ب  
  .تر خواهد شدجستجو را بسيار محدود کرده و در نتيجه دسترسي به جواب آسان

  
   :b ′ و a ′ تکنيک

  : ابتدا توجه کنيد
dba  دو عدد صحيح وb و aاگر  ),(=1 باشد، آنگاه ),(= d

b
d
aاست .  

 خـپاس

 خـپاس
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dbaاکنون فرض کنيد    : ، آنگاهباشد ),(=
a: دهيمقرار مي 

d
a b و =′

d
b ′= . 

daa: ي قبل خواهيم داشتطبق مرحله  dbb و =′ ′′=1:  و البته=′ ),( ba. 
   :هميشه

  ! بگرديد′b و ′aتر د، بهتر است دنبال عددهاي کوچک بگرديb و aکه دنبال اعداد نسبتاً بزرگ به جاي اين
  

  . هاي ممکن براي دو عدد را مشخص کنيدحالت.  است36ها م آن.م. و ب504مجموع دو عدد طبيعي  :مثال

 
  
  
  
  
  
  
  

   :b ′ و a ′ م بر حسب.م.ک
dbabaم برابر .م.ک   :  است، زيرا],[=′′

dbabad
dbdaba ′′=
′×′= ],[],[  

   :بويژه
),(=1اگر  ba باشد، آنگاه ||],[ abba   . است=

  
  .) هستند23تر از هر دو عدد بزرگ(. را مشخص کنيدتر عدد بزرگ.  است2093ها م آن.م. و ك23م دو عدد .م.ب :مثال

 
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس
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  :اتتمرين

  
  

  . کنيد با استفاده از مثال نقض رد زير را يا ادعاهاي تساوي - 1
  

yxyx)  الف +=+  
yxxy) ب   )درستي تساوي تحت چه شرايطي همواره صحيح است؟ (=
][][][) ج yxyx   .)ي جزء صحيح است نشانه][. (+=+
CABAاز تساوي ) د ∪∪ CBشود که ها نتيجه مي بين مجموعه=   .  است=

  
14 به صورت ضرب دو عدد صحيح متوالي باشد، عدد n نشان دهيد اگر - 2 +nهمواره مربع کامل است  .  
  
  :  نشان دهيد حکم زير نادرست است- 3

  .ضرب يک عدد گويا در يک عدد گنگ، همواره گنگ استحاصل
  :  ادعاي زير را ثابت کنيد- 4

  . گنگ استضرب يک عدد گوياي غير صفر در يک عدد گنگ، هموارهحاصل
  

  .  عددي گنگ است2 ثابت کنيد :اولاً - 5
12 نتيجه بگيريد عددهاي :ثانياً 32 و +   .  گنگ هستند−

  
  :  با روش برهان خلف و استفاده از تکنيک بررسي تمام حالات، حکم زير را ثابت کنيد- 6

  .  است5 نيز مضرب n باشد، آنگاه 5 مضرب 2nاگر 
  آيا ادعاي زير نيز صحيح است؟

  .  است4 نيز مضرب n باشد، آنگاه 4 مضرب 2nاگر 
  

},,,{ي  مجموعه-7 621 …=Sي  و زيرمجموعه},{ 43=Aاگر براي .  از آن را در نظر بگيريدSn∈ 4، حاصل
122 )( +nn 

  )متن کتاب درسي( . است∋Anعددي زوج باشد، ثابت کنيد 
  
  )تمرين کتاب( : چنان وجود دارند کهb و a آيا مقادير حقيقي و ناصفر -8

)( 0111 ≠++=+ bababa 
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49، اگر a<1 براي - 9 +ka 35 و | +ka   )تمرين کتاب( .عددي اول است a، ثابت کنيد |
  

145 باشد به طوري که [ در k اگر عددي مانند - 10 +k|6281625: ، ثابت کنيد 2 ++ kk|. )تمرين کتاب(  
  

  )تمرين کتاب(.  را بيابيد56 بر aي تقسيم مانده باشد، باقي7 و 5 به ترتيب 8 و 7 بر aي تقسيم عدد ماندهاگر باقي - 11
  

   .پذير است بخش3 بر a+4 يا a+2 يا aشد، ثابت کنيد همواره يکي از عددهاي  عدد دلخواه صحيحي باa اگر - 12
  )تمرين کتاب(

  )تمرين کتاب(. هاي دو عدد صحيح متوالي عددي فرد است مکعبثابت کنيد تفاضل - 13
  

  . آن دو عدد را بيابيد. م.م. باشد، ب432ها آن. م.م. و ک102وع دو عدد  اگر مجم- 14
  
  
  
 



 
 
 
 
 
  
  

                 
  
  

  
 

  
  
  
  

 

  صفحه  جزوهفهرست مطالب 

  26  نهشتي اعدادهم 

  33  مانده تقسيمباقي 

  39  معادله سياله 

  42  تمرينات 

  2  :جزوه

  )2 (نظريه اعداد

آموزش تشریحی
 رياضيات گسسته
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  :شودي مي معرفري به صورت ز،حي صحيها عددي در بررس فراوانهايکاربرد با اين بخش محوريمفهوم 
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

  

   :نمونهبراي 

37 :داريم
5

1037، زيرا ≡− =−−   :همچنين. پذير است بخش5 بر )(

37
5
437، زيرا /≡   .پذير نيست بخش5 بر −=

baنهشتي همهاي معادل با به عبارت
m
  : توجه داشته باشيد ≡

 

)]∈k          (mkbamkbabam +=⇔=−⇔−|  
  

  . سيار مهم استبخاصيت گفته شده در مورد بعدي 
  

baنشان دهيد  :مثال
m
    .برابر باشند m بر b و a مي تقسيهاماندهيباق معادل اين است که ≡

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 

  نهشتي اعدادهم
 1بخش

  : ي عددهانهشتهم
  :، هرگاه گوييم»نهشتهم« mي  را به پيمانهb و aدو عدد صحيح . عدد طبيعي باشد m<1فرض کنيد 

bam −|  

ba: نويسيمدر اين صورت مي
m
ba: صورت در غير اين و≡

m
≡/.  

  : توجه کنيد
  : نهشتي به زبان رياضي چنين استبيان دقيق هم

)|(:}{ bamba
m

−⇔≡− 1`∈m,]∈∀ ba ,  
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ي نهشت هممورد مرتبط بابه يک  :مثال
3
  .  توجه کنيد[ در ≡

، 3 بر آني تقسيم ماندهر حسب باقي ب،[ ضو ازهر عپس .  است2 يا 1، 0مانده باقي، 3تقسيم عددها بر در  که دانيممي
  : گيردقرار ميي زير سه مجموعه در يکي از

{},,,,,,,{               )0ي ماندهعددهاي داراي باقي( …… 963036 −−=]∈kk |{3 
  

{},,,,,,,{           )1ي ماندهقيعددهاي داراي با( …… 1074125 −−=]∈+ kk |{ 13  
  

{},,,,,,,{           )2ي ماندهعددهاي داراي باقي( …… 1185214 −−=]∈+ kk |{ 23  
ايـن سـه   از يکـي  موجـود در   عـدد هر دو  طبق مثال قبل،. دهيم نشان مي][32 و  ][31،  ][30ها را به ترتيب با      اين مجموعه 

  . نهشت هستند هم3ي مجموعه، به پيمانه
  

   :نهشتيکلاس هم
  .ناميممي 3 يمانهي به پ0ي عدد نهشت هم)ي دستهاي(لاس ک را ][30 يمجموعه

  : به همين ترتيب
  .مئي گو3 يمانهي به پ2 ينهشتلاس همک را ][32 يعهمجموو  3 يمانهي به پ1 ينهشتلاس همک را ][31 يمجموعه
  :بعلاوه

نهشتي هم توسط [ي مجموعه
3
  .دوشمي افراز ][32 و ][31، ][30ي نهشت به سه کلاس همقاًي دق،≡

  : زيرا
ها گيرد و اين مجموعه   ي بالا قرار مي   ، دقيقاً در يکي از سه مجموعه      3ي تقسيم آن بر     ماندههر عدد صحيح، بر حسب باقي     «

  » .دو به دو اشتراک ندارند
  : در حالت کلي

mmو . . . ، m][0 ،m][1ي نهشت کلاس همm به   قاًيدق [ي  مجموعه ،m∋`−1}{راي  مشابه، ب  يعملکرد اب ][  افراز −1
  . د شدخواه

  
  .کنيمرا بيان ميآن مورد نياز  يهايژگيو، نهشتي اعدادهم فراوان يهامند شدن از کاربردبراي بهره

  
  
  
  
  
  

  : 1ويژگي 
  : کم کرداي اضافه ينهشت همي را در دو طرف رابطهيابتتوان عدد ثيم

 

cbcacbcaba
mmm

−≡−+≡+≡ ,  
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  :ليدل
bamداريم چون    :ني بنابرا،|−

N cbcacbcamccbam
m

+≡++−+→−+−
=

)()(||
0

  

  :شود کهي مشابه نشان داده مقيبه طر

cbca
m

−≡−  
  
  
  
  
  
  

  

  :ليدل

bcacbcacmbacmbam
m
≡−→−→− |)(||  

  : ديتوجه کن
   .دي برسي معني بي حتاي نادرست يهم نهشتيک  ممکن است به د،ي کنمي تقسي را بر عددنهشتياگر دو طرف هم

   :براي نمونه

1020
10
510 نادرست عبارت به ،2 دو طرف بر مي با تقسي ول،است ≡

10
  .ميرسيم ≡

  : البته
  .دي دمي خواهترشيپ يدارد که قدردقيقي  طي روش و شرا، عددکي بر ينهشت دو طرف همميتقس

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

 :ليدل

bamچون  • dcm و |−  : ، بنابراين|−

  : 2ويژگي 
  : کردضرب ينهشت همي را در دو طرف رابطهيتوان عدد ثابتيم

 

bcacba
mm
≡≡ 

   : 3ويژگي 
  :ضرب کرددر هم  اي و قيها را با هم جمع، تفر آننيتوان طرفي مم،ي داشته باشکساني يمانهي به پياگر دو همنهشت

 













≡

−≡−

+≡+

≡≡

bdac

dbca

dbca

dcba
m

m

m

mm
,  
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dbcadbcamdcbam
m

+≡++−+→−+− )()(||  
dbcaدليل برقراري 

m
 .صورت مشابه به −≡−

 :در مورد ضرب •

bcacmbam c −⎯→⎯− × ||  
bdbcmdcm b −⎯→⎯− × ||  

  :  جمع دو عبارت را هم بشماردmبايد 

bdacbdacmbdbcbcacm
m
≡−→−+− ||  

  
  1398؛ خرداد نهايي کشوري

 بهمن در همان سال چه روزي از 12ين کنيد نهشتي، تعي در يک سال، شنبه روز اول مهر باشد، در اين صورت با استفاده از هماگر
  ؟ استهفته 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
  
 :ليدل

mkbaطبق فرض  nnي عبارت تجزيه است يکافاکنون .  است−= ba   : را بنويسيم−

n
m

nnn

q

nnnnnnnn

bamqba

bbaakmbbaababa

≡=−→

+++=+++−=− −−−−−−
���� 
���� 	� "" )())(( 121121

  

 خـپاس

  : 4ويژگي 
  :دلخواه رساندطبيعي  توان هر را به ينهشت همکيتوان دو طرف يم

 

n
m

n
m

baba ≡≡ 
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 :ليدل

camkcakkmca
mkcb
mkba m

k

≡=−→+=−⎯→⎯




=−
=−

=

+ )( 
	� 21
2

1  

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
 :ليدل

21نهشتي بديهي  و هم سوميژگيوبا استفاده از  mkmk
m
  :توان نوشتمي ≡

21

21

mkbmka

mkmk

ba m

m

m

±≡±⎯→⎯










≡

≡
±  

  
  :که يمديد قبلاً. کندي ماني عدد بکي را بر ينهشت دو طرف هممي تقسطيشرا ،يژگي ونيآخر

babcac
mm
≡→/≡  

   : 6ويژگي 
  :د از آن کم کراي اضافه ينهشتهمطرفين  را به مانهياز پهايي مضربتوان يم

 

)]∈±≡±≡ kmkbmkaba
mm

(,21  
  : بعلاوه

01اگر  =k2:  باشد، داريمmkba
m

 .  را اضافه يا کم کردmتوان در يک طرف، مضرب يعني مي. ≡±

   : 5ويژگي 
  :نتيجه گيري زير همواره برقرار است

 

cacbba
mmm
≡≡≡ ,  
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  :ديتوجه کن

ba ينهشتهمدر 
d
m

d، عدد ≡
mجا که  از آني دارد، ولي فقط ظاهر کسرmd d، عدد |

mاستيعي طب  .  
  

  .ديني چند نمونه بب:مثال

1224 ينهشت دو طرف همميخواهيم •
18

  .مي کنمي تقس6 را بر ≡−
6186چون    :ني است، بنابرا),(=

24612624
36

18

−≡÷−≡÷  
4515 ينهشت دو طرف هم   ميخواهيم •

10
1103چون  .مي کنمي تقس3 را بر  ≡  از دو طـرف حـذف   3عـدد   اسـت،  ),(=

101که پيمانه تغيير کند؛ چون شود، بدون اينمي
10   : است=

155345315
101

10

≡÷≡÷  
  

  
19236 )84 پيمانه(ي همنهشتي از رابطه :مثال ≡a ،نشان دهيد :  

23) الف
7
≡a                                          3) ب

7
≡a  

  
  
  
  
  

 خـپاس

  : 7ويژگي 

bcac ديفرض کن
m
  . مي، آن را حذف کنc  دو طرف برمي با تقسمي باشد و بخواه≡

  : ديابتدا با
dmc:  مثلاً. مي مشخص کن،ميه قصد حذف آن را دار کc  و عددmي مانهيپم .م.مقدار ب =),(   

  : اکنون
  :شود  ميستق d بر مانهيپبايد  يشود، ولي از دو طرف حذف مcعدد 

babcac
d
m

m
≡≡  
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  :مثال قبل ديديم) ب(چه در قسمت مانند آن
  

   :حالت خاص تقسيم

bcacاگر 
m
),(=1 باشد و ≡ mc آنگاه ضريب ،cکندنميانه تغيير  از دو طرف حذف شده و پيم :  

bamcbcac
m

c
m

≡⎯→⎯=≡ ÷1),(,  
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ba نهشتيکه ديديم، همچنان
m
   :کهاست در واقع به اين معني  ≡

 

  . با هم برابرندm بر b و aهاي تقسيم ماندهباقي
   :بنابراين
  : ، کافي استmي تقسيم هر عدد بر ماندهعيين باقيبراي ت

  . مانده خواهد بودنهشت کنيد که همان باقي همm−1و يا . . . ، 2، 1، 0آن را با يکي از عددهاي 
  

  1398؛ خرداد رينهايي کشو
mnي تقسيم عدد مانده باشد، در اين صورت باقي9 و 2 به ترتيب اعداد 13 بر n و mي تقسيم مانده باقياگر 35  13 بر −

  . را بدست آوريد

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

yxي تقـسيم    نـده ما باشد، بـاقي   13 و   12، به ترتيب    27 بر   y و   xي تقسيم عددهاي    مانده باقي اگر :مثال 32  را  27 بـر    −
  . حساب کنيد

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 

  مانده تقسيمباقي
 2بخش
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  . پذيري عددها را خواهيم ديد بخش و تقسيمي ماندههاي تعيين باقياين بخش، انواع حالتي ادامهدر 
  
  
  
  
  
  
  

  : نمونهبراي 
   : جه کنيدتودقيقاً  9 بر 957قسيم عدد ي ت ماندهباقيتعيين به 

 را در 7کنيم تواني از ابتدا در صورت امکان سعي مي •
9
 اين کار در دو  در اين نمونه،.نهشت سازيم هم−1 يا +1 با ≡

 : شودمرحله انجام مي

872727
933939

−≡→−≡→−≡ )()( 
  : را يکبار با عدد سمت راست جمع کنيم، گام اول کامل شده است9ي اگر پيمانه

17987
9393 ≡→+−≡  

17ببينيم دو طرف حال  •
93  3 بر 95 نزديک شود؟ با تقسيم 957ن به  را بايد به چه تواني رساند که سمت چپ آ≡

 : شوداين عدد مشخص مي
231395395 +×=÷ 

 : رساند) خارج قسمت تقسيم: يعني (31پس بايد دو طرف را به توان 

171717
99331931393 ≡→≡→≡ )()( 

 :  ساخته شود957 ضرب کنيم تا 27 کافي است دو طرف را در اکنون •

49717
9957993 2
≡⎯⎯ →⎯≡ × 

   :توجه کنيد
  .مانده پذيرفته شود تا به عنوان باقيکمتر باشد) يعني مقسوم عليه (9منفي نبوده و از بايد عدد سمت راست 

 :کنيم کم مياز سمت راست پيمانه را  مناسبهايبراين مضرببنا

4745497497
9959954595995 ≡−≡⎯⎯⎯ →⎯≡ =×  

  : در نتيجه
 .  است4 برابر 9 بر 957ي تقسيم باقي مانده

  

  . را بيابيد 31 بر 712  تقسيم عدديماندباقي :مثال

  
  

 خـپاس

  :دارمانده عدد توانباقي
  .  مورد نظر استm طبيعي  بر عددnaداري چون پذيري عدد تواني تقسيم يا بخش باقي ماندهها،وقتبسياري 

  

  .شودنهشتي مشخص ميرساني مناسب در هممانده توسط توانباقي
  . کنيمهاي بعدي بيان ميروش کار را در نمونه
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  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
19277عدد  تقسيم يمانده باقي   . محاسبه کنيد 13بر را  +

  
  
  
  
  

952عدد  تقسيم يمانده باقي :مثال 1620   .محاسبه کنيد 21بر را  −

  
  
  
  
  
  
  
  

  : خواهد کردسريع و سادهتعيين باقي مانده را  فرآيند گام اولبعدي مورد وقتي پيمانه عددي اول باشد، 
  

   :قضيه فِرما
apباشد كه  عددي صحيح a عددي اول و pاگر    :  داريم، آنگاه همواره/|

11
p

pa ≡−  
  : براي نمونه

187 اول است و 7عدد  118، در نتيجه /|
76  . است≡

 
  .محاسبه کنيدرا  11 بر 523عدد  تقسيم يمانده باقي :مثال

  
  
  
  
  
  

   :وجه کنيدت
ي تقـسيم آن بـر      مانـده بـاقي ، ابتدا آن را بـا       تر بود  بزرگ  در صورتي که پايه از پيمانه      دار،ي عدد توان  ماندههنگام تعيين باقي  

   . جايگزين کنيدپيمانه
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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   .محاسبه کنيد 7بر را  529عدد  تقسيم يهماند باقي :مثال

  
  
  
  
  

بـراي ايـن کـار بـه نمـايش          . مانده بر اعداد خاص را خواهيم ديـد       پذيري و تعيين باقي   در ادامه، بررسي چند حالت بخش     
  .  گسترده اعداد نياز داريم

  

   :اعداد گسترده
  : مثلاً. شوند ضرب مي10هاي ها با توجه به جايگاهشان، در تواندر اين نمايش، رقم

5109102295            .) يکي تشکيل شده5تايي و تا ده9تا صدتايي، 2 از ،295چون ( 12 +×+×=  
81001041077408 123 +×+×+×=  

0121 يك عدد دلخواه را به صورت     در کل،    aaaaa nn برابـر  ي آن گـسترده  رقم بـوده و  n+1 دهيم كه داراي نشان مي−…
  :است با

01
2

2
1

1 10101010 aaaaa n
n

n
n +×+×++×+× −

− "  
  : بويژه

  :ي آن چنين است بوده و شکل گستردهabيک عدد دو رقمي به صورت 
baab +=10  

  

  
  
  
  
  
  
  

  :ليدل

)(:  داريم kجا که براي هر     از آن  010010
22
≡≡ k   و )( 010010

55
≡≡ k  در هـر کـدام از ايـن         نيبرا است، بنا

  :ها خواهيم داشتپيمانه
0012101

2
2

1
1 000010101010 aaaaaaaaaaa nn

n
n

n
n ≡+×+×++×+×≡+×+×++×+× −

−
− ""  

  

!!! اگر :مثال 139832 +++= …Aو  !!! 139943 +++= …Bعدد ، رقم يكانAB   . را بيابيد +

 خـپاس

  10 و 5، 2مانده بر باقي
  :به عبارت ديگر. پذير باشدپذير است که رقم يکان آن بر اين اعداد بخش بخش10 يا 5، 2يک عدد هنگامي بر 

  

00121  )10 يا 5، 2پيمانه  ( aaaaaa nn ≡− … 
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  :ليدل

)(:  داريم kجا که براي هر     از آن  110110
23
≡≡ k   و )( 110110

99
≡≡ k  9 يـا    3 ي بـه پيمانـه    نيبرا است، بنا 

  :خواهيم داشت

0121

012101
2

2
1

1 111110101010
aaaaa

aaaaaaaaaa

nn

nn
n

n
n

n

+++++≡
+×+×++×+×≡+×+×++×+×

−

−
−

−

"
""  

  

   تعلق دارد؟9ي نهشتي به پيمانهي هم به کدام دسته1399عدد  :مثال

  
  
  
  
  

   . را بيابيد 5ي تقسيم آن بر باقي مانده. استپذير  بخش9 بر a4773  پنج رقميعدد :مثال
  

  
  
  
  

  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

  9 و 3مانده بر باقي
  :نهشتي زير برقرار استتوان نشان داد همآساني ميبه 

  

0110121  )9 يا 3پيمانه (  aaaaaaaaa nnnn ++++≡ −− "…  
  : در نتيجه

 . نهشت است هم9 يا 3ي مانده با مجموع ارقام عدد به پيمانه باقي9 يا 3در تقسيم بر  
 . نهشت شودپذير است که مجموع ارقام آن با صفر هم بخش9 يا 3يک عدد وقتي بر  
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  :ليدل

110جا که از آن
11

110 زوج kاي هر  است، بر≡−
11
≡k و براي هر k 110 فرد

11
−≡kپس.  خواهد بود :  

01234
11

01234
11

01
2

2
1

1 111110101010

aaaaa

aaaaaaaaaa n
n

n
n

+−+−+≡

+−×+×+−×+×+≡+×+×++×+× −
−

"

"" )()()()(  

  
   :کنيمرا حساب مي 11 بر 947ي تقسيم باقي مانده :مثال

1111294712947947947
11111111

=−≡⎯⎯→⎯≡→+−≡ −  
  

  . اين عدد را مشخص کنيد. پذير است بخش55 بر ab734عدد پنج رقمي  :مثال
  

  
  
  
  
  

 خـپاس

  11مانده بر باقي
  :رار استنهشتي زير برقهم

"… +−+−≡− 3210
11

0121 aaaaaaaaa nn  
  : يعني

  . کنيم تا پايان يابنداز رقم يکان شروع کرده و ارقام را يک در ميان جمع و تفريق مي
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  : را در نظر بگيريدهمنهشتيي عبارت زير به نام معادله

bax
m
≡  

   :قصد داريم
  .کنيمشخص را م xهاي  تمام جوابوکرده حذف را  x ضريب ، بويژه تقسيم دو طرف،نهشتيتوسط خواص هم

  
   :شرط وجود جواب

baxنهشتي ي هممعادله
m
  : داراي جواب است هرگاه≡

bma |),(  
  : بويژه

),(=1اگر  maجواب است) شماربي(ي بالا هميشه داراي  باشد، معادله .  
  

85ي در معادله :مثال
13
≡xهاي جواب x را بدست آوريد .  

  
  
  
  
  
  

72اگر  :مثال +x 511 و +xهايجواب قرار داشته باشند، 7ي  به پيمانهنهشتيي هم در يک دسته x را بيابيد.          

  
  
  
  
  

  
  :پردازيممينهشتي ي همديگري توسط روش حل معادلهمهم ي حل معادلهمعرفي و  به اکنون

  
   :ي سيالههمعادل

cbyax کلي شکلي سياله به هر معادله هدف از حل اين .  عددهايي صحيح و معلوم هستندc و a ،b است که در آن +=
   . صادق در آن استy و xهاي صحيح  معادله، تعيين تمام جواب

 خـپاس

 خـپاس

 

  ي سيالهمعادلــه
 3بخش
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   :شرط جواب
cybxaي ي سيالهمعادله   پذير باشد؛  بخشb و aعددهاي . م.م.بر ب c داراي جواب است، هرگاه عدد +=
cba: يعني   : ويژهب. ),(|

),(=1اگر  baي  باشد، آنگاه معادلهcbyax   . همواره داراي جواب است+=
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

10501415ي ي سيالهمعادله :مثال =+ yx را حل کنيد . 

  
  
  
  
  
  
  

  1398؛ خرداد نهايي کشوري
1825 خطي يي سيالهمعادلهبا تبديل  =+ yx هاي عمومي اين معادله را بيابيدنهشتي و حل آن، جوابي همبه معادله .  

  
  
  
  
  
  

   :توجه کنيد
  :مانند. معادله را تا حد ممکن ساده کرده و سپس حل کنيدابتدا ، لزومدر صورت 

  

 خـپاس

 خـپاس

  : روش حل
cbyaxي ي سيالهدر معادله =+ :  

 

bycax را به صورت آناگر    : توان گفت مينهشتييم، طبق تعريف هم بنويس−=−

cax
b||
≡ 

caxي همنهشتي پس کافي است معادله
b||
 .  قرار دهيمx را حل کرده و جواب کلي را در معادله جاي ≡

  . شودخص مي نيز مشyهاي کلي با ساده کردن عبارت حاصل، جواب 
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  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
2900050002000 خطي يي سيالهعادلهمبا تبديل  =+ yx هاي عمومي اين معادله نهشتي و حل آن، جوابي همبه معادله
  . را بيابيد

  
  
  
  
  
  

   :توجه کنيد
  : هايي با شرايط خاص مشخص شوند؛ بويژهي سياله لازم است که جواب مواقع، بعد از حل معادلهبرخيدر 

 .y<0 و x<0: دهيمهاي طبيعي خواسته شود، قرار مي جواباگر 
  .y≤0 و x≤0: دهيمهاي نامنفي خواسته شود، قرار مياگر جواب 

  .  خواهد کردعلومکند که اشتراک آن دو، جواب نهايي را ممياي مشخص  محدودهkهر کدام از دو نامساوي براي 
  

   ريالي خريد؟ 250 و 150 ريال، تمبرهاي 3700توان با به چند طريق مي :مثال
  

  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس
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  :ت تستمرين

  
  

  )تمرينات منتخب کتاب(
  

ba: فرض کنيم -1
m
≡ ،cb

n
dnm و ≡ ca: ثابت کنيد. ),(=

d
≡ .  

 
  :  پاسکال-اي خيام با استفاده از بسط دوجمله -2

nnnnn b
n
n

ba
n

ba
n

a
n

ba ×







++×








+×








+×








=+ −− "221

210
)( 

nثابت کنيد براي  ba∋[ و `∋ nn:  همواره داريم,
ab

n baba +≡+ )( .  
 

515151با توجه به تمرين قبل، ثابت کنيد عدد  -3 121123   . پذير است بخش132 بر −−
  
97211ي تقسيم عدد ماندهباقي -4 ×+= )(A را بيابيد23 بر   .  
  
53اگر دو عدد  -5 −a 74 و −a 69 رقم يکان برابر داشته باشند، رقم يکان عدد +aرا بيابيد  .  

  
   توماني تبديل کرد؟5000 و 2000هاي  تومان را به اسکناس29000توان به چند روش مي -6
  
   مرداد ماه در همان سال چه روزي از هفته است؟31 بهمن در يک سال جمعه باشد، 12اگر  -7
  
  . پذير باشد بخش11 بر 9ي ها بعلاوهبر آن برا5 را بيابيد که aي اعداد صحيح چون همه -8

  
  )تمريناتساير (

ba را طوري تعيين کنيد که عدد b و aمقادير  -9   . پذير باشد بخش110 بر 7923
  

32عدد  - 10 +xمقدار . است 8][ کلاس  متعلق به19ي  در پيمانهx را بيابيد .  
  

215ي  رقمي در معادلهدوچند عدد طبيعي  - 11
13
≡xکنند؟ صدق مي  

  
!!!  عدد تقسيميماندهباقي - 12 10021 +++   . را حساب کنيد 12 بر "
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baنهشتي ي هماز رابطه - 13 1512
9
  :  نشان دهيد≡

ba
3

2 ≡  
  

   . را مشخص کنيد a ترين عدد طبيعيكوچك. پذير است تقسيم10 بر عدد a+177 عدد - 14
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  :شودمعرفي مي به صورت زير مبحث اصلي اين فهومم

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  : براي نمونه
},,,,{هـــاي مجموعـــه رأسرســـم شـــده در شـــکل زيـــر، داراي  Gگـــراف  edcbaV هـــاي  و مجموعـــه يـــال=

},,,{ 4321 eeeeE   :است =
  
  
  
  

   :توجه کنيد
خط يا منحني بکشيد، فقط يال توانيد به صورت پارهميهم ها را يالها دلخواه بوده و  رأسرگيريقرامکان هنگام رسم گراف، 

  .نبايد خودش را قطع کند
  :  يکسان هستند همگيهاي زيربنابراين گراف

  
  

  
  

  :زيرا
  . هاي يکساني دارندي رئوس و يالمجموعه

a b 

c e 
d 

1e

2e 

3e
4e

G 

 

  معرفي گراف
 1بخش

  : گراف
  :شودتشکيل مي GE)( و GV)(ي جموعهدو ممشخص بودن  با Gگراف يك 

 .  کنندنقاط گراف را مشخص مي GV)(اعضاي  

  . دهند را نشان ميGV)( نقاطارتباط بين  GE)(اعضاي  
  . دهيم نشان ميE و Vتر معمولاً اين دو مجموعه را به صورت ساده

 :بعلاوه

  .شود از گراف گفته مي»يال« يک E و به هر عضو »رأس« يک Vه هر عضو ب
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  . شود مشخص ميدرساين در ها ي بحث گرافدو مورد بعدي، محدودهبا توجه به 
  

   :دارگراف جهت
   :هاي گراف داراي جهت باشندممکن است يال

  
  

  : در چنين حالتي
  . کنيمزوج مرتب استفاده مييک يال، از هر براي نوشتن نام 

),(زوج  ba از يعني يال a به b         .زوج       و   ),( ab از يعني يال b به a.  
  : توجه کنيد

 ba يا ab يال موجود باشد، آن را به صورت b و aهاي بدون جهت کار خواهيم کرد و اگر بين از اين پس، فقط با گراف
  . نويسيممي

  

  
   :گراف ساده

  :  دنهاي يک گراف، ممکن است دو مورد زير ديده شوبين يالحالت کلي، در 
  :طوقه 

   . گويند) لوپ: يا( باشد، طوقه  يکسانبه يالي که ابتدا و انتهاي آن يک رأس
  
  
  

  :هاƽ موازƽيال 
  . ها موازي گويند انتهاي يکسان داشته باشند که به آنو ابتدا ، چند يالممکن است دو يا

  
  
  

  : توجه کنيد
هـاي  گـراف در ايـن درس، فقـط   . شود ناميده مي »گراف ساده « باشد،   نداشتههاي موازي وجود    گرافي که در آن طوقه و يال      

  : بنابراين. ساده بررسي خواهند شد
 . هاي گراف جهت ندارنديال •

 .  دو رأس يا يال وجود ندارد و يا فقط يک يال قرار خواهد داشتبين هر •

  

a b 
),( ba

a b 
),( ab 

a b 
ab
 

a 



  

        

  رياضيات گسستهآموزش تشريحي 
 دکتر ظفــرخواه: مدرس                                                                                                                                         گراف :جزوه

 

47 

 آموزش مفهومي

  0935  421  0135                                    @Drzafarkhah 
• 

  : ها توجه کنيدبه معرفي چند مفهوم مقدماتي در مورد گراف
  
  
  
  
  
  
  
  

  : ي پنج از مرتبههايگرافمورد در  :مثال
  

  . را مشخص کنيدqحداقل و حداکثر مقدار ممکن براي 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

   :نتيجه
 رأس، يعنــي pهــاي دو رأس از بــين هــاي ممکــن، برابــر تعــداد انتخــاب، تعــداد کــل يــالpي  از مرتبــهگــرافيــک در 

2
1

2
)( −=







 pppهميشه داريمي گراف در مورد اندازه بنابراين،.  است:  









≤≤

2
0 p

q  

 :بعلاوه 

 . دهد که گراف هيچ يالي ندارد وقتي رخ ميq=0حالت  

حالت  







=

2
p

qدهد که بين هر دو رأس يک يال موجود باشد وقتي رخ مي . 

  : بعلاوه
  :رابر است بابتوان ساخت،  ميرأس pبا  مختلفي كه يهاي سادهتعداد گراف

2
1

2
)( −pp

  

 خـپاس

  : مرتبه و اندازه
  .دهيم نشان ميq و pترتيب با ها را بهگراف گفته و آن »اندازه«  راEو تعداد اعضاي  »مرتبه«  راVتعداد اعضاي 
  : توجه کنيد

 چـون ممکـن اسـت    ؛ اسـت )q∋`∪0}{(  اندازه عـددي حـسابي   و)p∋`(مرتبه عددي طبيعي  با توجه به تعريف،     
∅=)(GE 0 و=qشود .  
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  : زيرا
  .هاي ممکن انتخاب کنيمتمام يالي مجموعهمجموعه از  بايد يک زير،براي ساختن هر گراف

  

  توان ساخت؟ مي8ي اندازهبا  و چند گراف ساده  چند گراف سادهترتيب، به رأس5 توسط :مثال
  

  
  
  
  
  
  
  

  . را تعيين کنيدي گراف  حداقل مرتبه،17ي با اندازهدر يك گراف ساده  :مثال

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
 

  : بعلاوه
 .  عددي فرد باشدvdeg است، اگر »فرد« v عددي زوج بوده و vdeg، اگر گويند »زوج«  راvيک رأس  

  .دهيم نشان مي∆ و δترتيب با ها را بهكمترين و بيشترين درجات در بين تمام رأس 
  : در گراف بالا

 .  زوج استe فرد و رأس d و a ،b ،cهاي رأس •

  .  است∆=3 و بيشترين درجه δ=2کمترين درجه  •
  

 خـپاس

 خـپاس

  : درجات رئوس
 رااست  vها رأس هايي كه يک سر آن باشد، آنگاه تعداد يالG رأسي از گراف     vاگر  

deg)( گفته و اين عدد را با v »درجه« v يا vdegدهيم نشان مي .  
  :  در گراف مقابل، براي نمونه

  

2
3

=
====

)deg(
)deg()deg()deg()deg(

e
dcba

 c  

b  

a  

d  

e  
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 : دو حالت ويژه

  )ايزوله(رأس تنها  
  . هيچ يالي به آن متصل نباشد: ي صفر باشد، يعنيراي درجهرأسي که دا
    :روبرو در گراف cمانند رأس 

  )فول(رأس اشباع  
  . p−1ي رأس با درجه: هاي ديگر مجاور باشد، يعنيبا تمام رأسرأسي که 

    : در گراف زيرbمانند رأس 
  

516 =−=bdeg  6  و=p 

  
  

   :نتيجه
  استp−1 ي ممکندرجهو حداکثر ) رأس تنها(است يک رأس برابر صفر ممکن ي حداقل درجه، pي در گراف از مرتبه

   : داريمي گرافچنين  در v رأسبنابراين براي يک . )رأس متصل به همه رئوس ديگر(
  

10 −≤∆≤≤≤ pv)deg(δ 
 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : بعلاوه
 مجاور vهايي است که با داده و آن شامل تمام رأس نشان vNG)(ي آن را با  هاي همسايه ، مجموعه رأس  vرأس  هر  براي  
  : باشند

)(})(|.  مجاور باشندv و u{               )همسايگي باز( GVuvNG ∈=  
  :شود را هم به همسايگي باز اضافه کنيم، همسايگي بسته مشخص ميvاگر خود 

][)(}{                   )ستههمسايگي ب( vvNvN GG ∪= 
  

c a 

b 

d 
e 

f 

c 
a 

b 

  : مجاورت رئوس
  : هرگاه بين دو رأس، يک يال موجود باشد

 .شوندوب مي محس»مجاور«اين دو رأس 

  
 : براي نمونه

    . مجاور نيستندb  وaهاي  مجاور بوده ولي رأسd و aهاي در گراف مقابل، رأس
a b 

c e 
d 
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)(},,,,,{هاي   با مجموعه رأس   Gگراف   :مثال 654321 vvvvvvGV )(اگر  .  مفروض است  = 1vNG   عـضو باشـد و      5 داراي 
)(هاي مجموعه iG vN 62 براي ≤≤ iاشند، گراف  تک عضوي بGبا کتتمرين(.  را رسم کنيد( 

  
  
  
  
  
  
  
  

  :نکات ساده

  :در اين صورت.  باشدpي  يک رأس در گراف از مرتبهvفرض کنيد 
  

 : د يک رأس تنها باشvاگر  
}{][ vvNG  vNG)(=∅      و     =

 :  يک رأس اشباع باشدvاگر  
)(][ GVvNG )()(}{      و     = vGVvNG −=  

  : بعلاوه
vvNGهمواره  deg|)(| =+1 و = vvNG deg|][|است .  

  

   : مهم زير برقرار استتساويهاي يک گراف، ازه و درجات تمام رأسمرتبه، اندبين 
  

   :مجموع درجات
},,,{اگر  pvvvV   : باشد، آنگاهqي هاي يک گراف با اندازه مجموعه رأس=21…

  

 qvvv p 221 =+++ degdegdeg "  

qvاين تساوي را به صورت 
p

i
i 2

1
=

=
degويسندن نيز مي .  

   :يعني
  . ها استها، دو برابر تعداد يالمجموع درجات تمام رأس

  :دليل
211بنابراين، هر يال . دهدهاي دو انتهاي خود يک درجه ميهر يال به هر يک از رأس    کنـد و در نتيجـه،    درجه ايجاد مي+=

  . ها استجمع درجات، دو برابر تعداد يال
  

  :  دنشان دهي :مثال
  .هاƽ فرد، عددƽ زوج است تعداد رأس،در هر گراف

 خـپاس



  

        

  رياضيات گسستهآموزش تشريحي 
 دکتر ظفــرخواه: مدرس                                                                                                                                         گراف :جزوه

 

51 

 آموزش مفهومي

  0935  421  0135                                    @Drzafarkhah 
• 

  
  
  
  
  
  
  

∀∋=4 و 8 برابر Gي گراف مرتبه اگر :مثال |][|;)( vNGVv Gرا مشخص کنيد ي اين گراف باشد، اندازه .  

  
  
  
  
  
  
  

ها هر کدام دقيقاً با دو نفـر دسـت   از آن نفر  شش  . دهندها با يکديگر دست مي    هفت نفر در يک اتاق هستند و برخي از آن          :مثال
 )تمرين کتاب(.  دقيقاً با پنج نفر دست داده باشدتواندنمينشان دهيد نفر هفتم . اندداده

  
  
  
  
  
  
  

   : نشان دهيدGي ف سادهدر يک گرا :مثال

∆≤≤ p
q2δ  

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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≥≥∆از نامساوي  p
q2δ براي تعيين مقادير p يا q با دادن δ شود استفاده مي∆ و .  

  

  . را بيابيدي اين گراف كمترين عدد در مورد مرتبه. است 5 برابر ها حداكثر درجات رأس،21ي در گرافي با اندازه :مثال

  
  
  
  
  
  

  . نيز توجه کنيدديگر به دو مفهوم 
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  : توان گفتمي

 حاصل Gها را حذف کنيد، يک زير گراف از هاي متصل به آنها يا برخي از رئوس و يال، برخي از يالGگراف  يکاگر در 
  .شودمي

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

  : زيرگراف
  :  است، هرگاهG يک زير گراف Hگوئيم .  را در نظر بگيريدH و Gف دو گرا

)()( GEHE )()(      و     ⊇ GVHV ⊆ 
  : نمونه

  
a b 

d 

H 
a b 

c e 
d 

G 

  : مکمل گراف
  : ا مشخصات زير است نشان داده و آن گرافي بGمکمل آن را با .  در نظر بگيريدGيک گراف 

 )()( GVGV  . هاي يکسان دارندرأسمجموعه  G و Gيعني ؛ =

 .  مجاور نباشندG فقط وقتي مجاور هستند که در Gدو رأس در  

  : نمونه
  
  
  

a b 

c e 
d 

G 
a b 

c e 

d 

G 


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  : دو مطلب ساده
GG   .متمم متمم يک گراف، خودش است: يعني )()(=∅      و    = GEGE ∩  

  
   :برخي خواص

  : شوند، مطالب زير به آساني فهميده مي رسم خواهند شدي ممکنهاتمام يال به يکديگر، G و Gکه با الحاق با تصور اين
 : ر گراف دvبراي هر رأس  

1−=+ pvv GG )(deg)(deg  
 :  قرار دارندG يا Gهاي ممکن در تمام يال 









=+

2
p

GqGq )()( 

  
 G يال باشد، مجموع درجات رئوس گراف 30 داراي Gاگر .  است4 برابر G و G در هر دو گراف vي رأس درجه :مثال

   . را بيابيد

  
  
  
  
  
  
  

  1398؛ خرداد نهايي کشوري
  .  استGشکل مقابل نمودار گراف 

  .  را بنويسيدG ي گرافمرتبه و اندازه) الف
  .  را بنويسيدbNG)(ي مجموعه) ب
  .  را بدست آوريدGهاي گراف هاي رأسمجموع درجه) ج

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

a b 

c 

d 

e 

f 
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)()(مقدار .  يک رأس آن استv رأس داده شده و n با Gگراف  :سألهم vdvd GG  )کتاباز متن (.  را حساب کنيد+

  
  
  
  
  
  
 )کتاباز متن ( باشد؟ تواند داشته رأسي حداکثر چند يال ميnيک گراف  :سألهم

  
  
  
  
  
  
)()( رأس باشد، مقدار n گرافي با Gاگر  :سألهم GqGq  )کتاباز متن (.  را حساب کنيد+

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  . را در اين بخش ببينيدها خواص يا کاربردهاي آن و برخي هاگرافانواعي از 

  
  
  
  
  
  
  

  :نمونه ببينيدراي چند مورد گراف تهي را ب
  

  
  
  

  : بديهي است که
  :، همسايگي هر رأس تهي است وq=0 داريم pKدر گراف تهي 

  

0=∆== δدرجه هر رأس  
  

  : را ببينيد ممکن، گرافي با حداکثر تعداد يال گراف تهيمقابلِدر 
  
  
  
  
  
  
  

  

  : را به عنوان نمونه ببينيدکاملچند مورد گراف 
  
  
  
  11 KK = 2K 3K 4K 

3K  2K  1K  4K  

 

  چند نوع گراف
 2بخش

  : گراف تهي
  . دهيم نشان ميpK گفته و با »گراف تهي« که هيچ يالي نداشته باشد را pي گراف از مرتبه

  : پس
  . ها تنها هستندتمام رأسدر اين گراف، 

 

  : گراف کامل
  . هاي ممکن را داردگرافي است که بين هر دو رأس آن يک يال قرار دارد؛ يعني گراف تمام يال

  . دهيم نشان ميpK را با pي گراف کامل از مرتبه
  : پس

  . ها اشباع هستندر بوده و به عبارت ديگر، تمام رأسها با هم مجاودر اين گراف، تمام رأس
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  : بديهي است که

 : داريمpKدر گراف کامل 







=

2
p

q و همسايگي هر رأس v برابر }{)( vGV   : بوده و−

1−=∆== pδدرجه هر رأس  
  
 )کتاباز متن (  رأسي چند يال دارد؟pيک گراف کامل  :سألهم

  
  
  
  
  
 )کتاباز متن (؟  وجود داردpK و G ،Gهاي هاي گرافي بين تعداد يالاچه رابطه رأس باشد، p گرافي با Gاگر  :سألهم

  
  
  
  
  
  
  
 )کتاباز متن (؟ مکمل گراف کامل چه نوع گرافي است :سألهم

  
  
  
  

  . سودمند استي با آنف با گراف کامل هم مرتبهي يک گراقايسهمگاهي 
  

  تا به گراف كامل تبديل شود؟نيم  بايد اضافه كمقابلچند يال به گراف  :مثال
  

          
  

  
  
  
  
  

  

 

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  : بديهي است که
  :و عضو داشته rدقيقاً گي هر رأس  همساي، منتظم-rدر گراف 

r=∆== δدرجه هر رأس  
  : هايي ديگرنمونه

  : هستند6ي  از مرتبه منتظم-2هر دو گراف زير، 
  

  
  
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
  : رسم کنيد به طوري که  منتظم-k رأسي غيرتهي 5يک گراف 

  .  بيشترين مقدار ممکن را داشته باشدk) الف
  .  کمترين مقدار ممکن را داشته باشدk) ب

  
  
  
  
  
  
  

qrp:  داريمqي  و اندازهpي  منتظم از مرتبه-rنشان دهيد در گراف  :مثال 2= .  

  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

  : گراف منتظم
 » منتظم-r«  باشد را r  عددي چونهاي آن يکسان و برابري تمام رأسگرافي كه درجه

  :روبروم  منتظ- 2گوئيم؛ مانند گراف 
  : واضح است که

)(گراف كامل  1−p- منتظم است-0 منتظم و گراف تهي  . 
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32 منتظم داريم -3 در يك گراف :مثال −= pq . مقدارqp   . را حساب کنيد +
  

  
  
  
  

  . حساب کنيدرا  Gي گراف  باشد، مرتبه25 برابر Gي گراف منتظم بوده و اندازه -4 گرافي G اگر :مثال

  
  
  
  
  
  
  

  . سازدها را ممکن ميآشنايي با مفاهيم مسير و دور، معرفي انواع ديگري از گراف
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  : توجه کنيد که در يک مسير
 . گاه رأس تكراري وجود نداردهيچ 

  .ر باشندشوند، بايد مجاو در دنباله كنار هم نوشته ميهر دو رأسي که 
  : بعلاوه

  .  يال شركت دارندn−1 باشد، آنگاه در اين مسير nهاي شركت كننده در يك مسير اگر تعداد رأس
  : نمونهراي ب

  . شود گفته مي»طول مسير«ها، به تعداد يال.  يال است5  شامل رأس و6 مسير داراي تعداد ،در شکل بالا
  : حالت خاصدر 

  .گيريم در نظر ميv به v را مسيري به طول صفر از vيك رأس تنهاي 

 خـپاس

 خـپاس

v 

  : مسير
 2v شروع کرده و با عبور از يک يال بـه رأسـي چـون              1vاگر در يک گراف، از رأسي چون        

 برسيم و اين روند ادامه      3vر ادامه با عبور از يالي ديگر به يک رأس جديد چون             برويم؛ د 
بدسـت   شکل مقابـل     مانند »مسير«يابد تا در يک رأس متوقف شويم، در اين صورت يک            

  : خواهد آمد
  : يمسير فوق به صورت دنباله

621 vvv …  
  . شودمحسوب مي) 1v به 6vيا از  (6v به 1vنوشته شده و آن مسيري از 

1v 2v 

3v 

4v 

5v 

6v 
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  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
},,,,,{اي  هبا مجموعه رأس   Gگراف   fedcbaV },,,,,,{هـاي   و مجموعـه يـال   = efcfaeedcdbcabE  را در نظـر  =
  : بگيريد

  . نمودار گراف را رسم کنيد) الف
  .  را مشخص کنيدbNG][) ب
  . بنويسيد d به b از 5يک مسير به طول ) ج

  
  
  
  
  
  
  

  . را بنويسيد b  بهa  از3به طول ، تمام مسيرهاي روبرودر گراف  :مثال
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
 4تـر يـا مـساوي     شامل يک مسير به طول بزرگGنشان دهيد .  باشدGδ)(≤4يک گراف با شرط  Gفرض کنيد   :سألهم

 )کتابفعاليت ( .است

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

a b 

c 

d 

e 
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  .توانيد اصل شمارش ضرب را بکار ببريدبراي شمارش تعداد مسيرها در گراف کامل، مي
  

  ؟ وجود داردb  بهa  از4در گراف مقابل چند مسير به طول  :مثال 
  

  
       

  
  
  
  
  

   :ها را ببينيدربوط به آنها و خاصيتي مهم ماز گرافنوع ديگري 
  
  
  
  
  
  

  :براي نمونه
  
  
  
  

  .ي هر مورد را مشخص کنيدنادرست يا درستي :مثال
                                     . باشد، گراف همبند استp−1ي رأسي اگر در يك گراف درجه) الف
                                     . همواره همبند استpKگراف ) ب
                                     . همواره ناهمبند استpK گراف) ج

  
  
  
  
  

  . ي هفت رسم کنيدمنتظم همبند از مرتبه -2منتظم ناهمبند و يک گراف  -2يک گراف  :مثال

  
 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

 نا همبند همبند

a 

b 

  : گراف همبند
 را Gصورت در غير اين. رأس آن لااقل يك مسير موجود باشددو هر شود، هرگاه بين  ناميده مي»همبند« G گراف

  .  گوييم»ناهمبند«
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  :مفهوم مهم ديگري در گراف
  
  
  
  
  
  
  
  

  :توجه کنيد
  :در دور مانند مسيرهاي گراف

 .  کمتر استعددها يک ها است که از تعداد رأس برابر تعداد يال دورطول 

 .جهت حرکت اهميت ندارد 

 . ها متمايزند و فقط دو رأس ابتدا و انتها يکسان هستندسرأ 

  
  : نمونهرايب

  :کنيم مشخص مي4 و دو دور به طول 3در گراف مقابل يک دور به طول 
  

  
BEDB                                 :3دور به طول  ,,,  

ADEBA           :4ل  به طودور BADCB      و      ,,,, ,,,, 
 

  
122234« عبارتند از    G هاي گراف همبند  درجه رأس  :مثال با . تر مجاور نيستند   بزرگ يطوري كه دو رأس با درجه     به» ,,,,,
  . را مشخص کنيد 4تعداد دورهاي به طول رسم، 

  
  
  
  
  
  
  

)(},,,{، اگر   5ي  در گرافي از مرتبه    :مثال edcbaNG =  ،},,,{)( edcabNG ، cهاي باز رئوس هاي همسايه و مجموعه=
d و e ؟  وجود دارد3 عضو داشته باشند، آنگاه در اين گراف، چند دور به طول 2، هر کدام  

  

 خـپاس

A 

B 
C 

D 

E 

  : دور
هـاي ابتـدا و انتهـا منطبـق باشـند، يـک             اگر در يك مسير، رأس    : توان گفت به زبان ساده مي   

  .)شودالبته ديگر مسير محسوب نمي(. شود ايجاد مي»دور«
  : در شکل مقابل6مانند دور به طول 

16321 vvvvv …,  
 

1v 2v 

3v 

4v 

5v 

6v 
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  : گذاري دو نوع گراف ساده توجه کنيددر پايان اين بخش، به نام

  :nPگراف  
  )n∋`. ( رأس تشکيل شده باشدnگرافي است که فقط از يک مسير با 

  : چند نمونه
  
  
  

  :nCگراف  
  )n≤3 (. رأس تشکيل شده باشدnگرافي است که فقط از يک دور با 

  : چند نمونه
  
  

  
  

  :توجه کنيد
 .هاي ساده ممکن است با ظاهري متفاوت رسم شوندهمين گراف
  : براي نمونه

  
  
  
  
  
  

 خـپاس

2P 3P 1P 4P 

3C 4C 5C 

5C 5P 
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  :اتتمرين

  
  

  )تمرينات منتخب کتاب(
  
  : در شکل روبرو را در نظر بگيريد G گراف - 1

  . را بنويسيد GE)(  وGV)(هاي مجموعه) الف
  .  را مشخص کنيد∆G)( و Gδ)() ب
  .  را بنويسيدe و f ،gهاي هاي رأسي همسايهمجموعه) ج
)(},{اگر ) د caxNG    کدام رأس است؟x باشد، آنگاه =
  

)(},,,,,{با  Gراف در گ - 2 fedcbaGV   :  داريم=
},{)( bacNG =                       },{)( cabNG =                     },,{)( dcbaNG =  

}{)( dfNG =                            }{)( =eNG                        },{)( fadNG =  
  . ي آن را تعيين کنيد را رسم کرده و اندازهGگراف 

  
  :  را در نظر بگيريدمقابلدر شکل  G گراف - 3

  
  
همچنين درجات .  کنيدتعيين را Gرئوس گراف هاي جموع درجهم

  . را بنويسيد G در c و aهاي رأس
  

  .  رسم کنيدnي ز مرتبه امنتظم - rدر هر يک از حالات زير، در صورت امکان، يک گراف  - 4
                   .        r=2 و n=4) ب                         .        r=1 و n=4) الف
                   .        r=3 و n=5) ت                          .        r=2 و n=5) پ
                   .        r=3 و n=7) ج                          .        r=4 و n=6) ث

  
ها ممکن است در فهرست دوستان ي اجتماعي عضو بوده و هر کدام از آنعلي، سامان، محمد، ناصر و مهرداد در يک شبکه - 5

  .  نفرِ ديگر باشد يا نباشد4هر يک از 
  . تواند وجود داشته باشدچند حالت مختلف مي) الف
کدام در ودن در فهرست دوستان به اين صورت باشد که هر دو نفر، يا در فهرست دوستان هم هستند و يا هيچاگر ب) ب

  تواند وجود داشته باشد؟فهرست دوستان ديگري نيست، در اين صورت چند حالت مختلف مي
  

  : رأسي رسم کنيد که9يک گراف  - 6
  .  داشته باشد و هيچ دوري به طول غير از اعداد مذکور نداشته باشد9 و 7 و 6 و 5دورهايي به طول ) الف
  .  داشته باشد و دوري به طول غير از اعداد مذکور نداشته باشد9 و 8 و 6 و 5دورهايي به طول ) ب
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kGبا شرط  G گراف - 7 ≥)(δدرستي يا نادرستي هر مورد را ثابت کنيد.  داده شده است .  
  .  استk لزوماً شامل يک مسير به طول G) الف
  .  استk+1 لزوماً شامل يک مسير به طول G) ب

  
  )ساير تمرينات(

  . به صورت مقابل است G گراف - 1
  

   شود؟6ي  مرتبهمنتظم - 3هايي به اين گراف اضافه کنيم تا تبديل به گراف چه يال
  
  
 3ي ه درجهايرأستعداد  . باشد3 يا 2 هر رأس آن ي درجهبوده و 11 ي و اندازه8 ي گرافي از مرتبهG فرض کنيد - 2

  . را بيابيد
  
  :  به موارد زير پاسخ دهيد- 3

   چند يال بايد حذف کرد؟7C به 7Kبراي تبديل ) الف
   چند يال بايد حذف کرد؟7P به 7Cبراي تبديل ) ب

  
3542دانيم  مي منتظم-6راف در يک گ - 4 −= qpبا تعيين مرتبه و اندازه، گراف را رسم کنيد.  است .  
  
  : در گراف مقابل - 5

  .  بنويسيدb به a از 4 و 3، 2مسيرهايي به طول ) الف
   حاصل شود؟ منتظم-2ها حذف شوند تا گرافي کدام يال) ب
   شود؟ منتظم-5چند يال به گراف اضافه کنيم تا ) ج

a 
b 

c 

d 

e 

f 

a

b c

d 

e 
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  :استبه زبان ساده چنين شود، دنبال مياين جزوه ي که در هدف

  

  : Gبا داشتن يک گراف 
 دسترسي پيـدا  G به هر رأس     ،يک يال حداکثر   با عبور از      و  که توسط اعضاي آن    هاي گراف هستيم  رأسي از   ابه دنبال مجموعه  

  : ويژهب .کنيم
  

  ». هدف نهايي ما است،با کمترين تعداد عضوخاصيت اين  داراƽ  از رئوساƽفتن مجموعهيا«
  

  :  ببينيد در دنياي واقعياي کاربردينمونه
  

   )نمونه از کتاب( :مثال
  : دهدي شهري را نشان ميها در يک منطقهها و تقاطع آني خيابانشکل مقابل نقشه

  : قرار دهيم به طوري کهبانکي تگاه خودپرداز ها دسخواهيم در تعدادي از تقاطعمي
 و يـا بـا رفـتن بـه يـک      ،قرار داشته باشد، يا در همان تقاطعدلخواه اگر شخصي در يک تقاطع  «

  » . به يک خودپرداز دسترسي پيدا کند،تقاطع مجاور
  : بويژه

  . ها، قرار دادن کمترين تعداد خودپرداز اهميت زيادي داردبراي کم کردن هزينه
  

  .)گونه سؤالات را پيدا خواهيم كردگويي به اين، توان پاسخسازي با گرافدر انتهاي مبحث مدل(
 

  
  : را ببينيدچه تاکنون گفته شد آنبيان دقيق 

  
  
  
  
  
  
  
  

  : توجه کنيد
GVD)(گر بديهي وجود دارد که همان ي احاطهلااقل يک مجموعه ،Gگراف در هر    .  است=

  

 

  گريمفهوم احاطه
 1بخش

  : گرمجموعه احاطه
  : گويند، هرگاه هر رأس گراف»گرƽ احاطهمجموعه« را يک GV)( از Dي ، زير مجموعهGگراف يك در 
  .اشد مجاور بDهاي واقع در لااقل با يکي از رأس:          باشد،       ياDخودش عضو : يا

  

  : ∋GVv)(ه بيان دقيق، براي هر ب
Dv∈يا        عضوي چون .        باشدu در D موجود باشد که )(uNv G∈.  
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  :  گراف مقابل را ببينيد :مثال
  
  
  
  

},{مجموعه رئوس ) الف eaD   ). را ببينيد1شکل (. گر است براي اين گراف احاطه=
},,{مجموعه رئوس ) ب dcbR   )2شکل (.  مجاور نيستR با هيچ عضو از fرأس شود، چون محسوب نميگر  احاطه=
  
  
  

  
  
  

  
},,,,{ي نشان دهيد مجموعه :مثال icfhdنيستگر  براي گراف مقابل احاطه .  

  
  
  

  
  
  
  

  : ي ساده توجه کنيدبه چند نمونه :مثال
  گر است؛  همواره احاطهV از ي ناتهيدر گراف کامل، هر زيرمجموعه) الف
  :زيرا

  )6K: مانند(. دهد را پوشش ميVهر رأس، چون با تمام رئوس ديگر مجاور است، به تنهايي تمام 
 . گر است احاطهV ها، يعنيي تمام يالفقط مجموعه، تهيدر گراف ) ب

  
  :کندميگر مطلوب نزديک  احاطهيبه مجموعه را امقدري  ،مفهوم زير

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

a 

b 

c 

d

e 

f 

a

b

c

d

e

f

 

 
 )1(شكل 

a 

b  

c 

d 

e 

f
  

  
 )2(شكل   

a b

c 

d 

e f 
g 

h 

i j 

  :نيمالگر ميمجموعه احاطه
  :  گويند، هرگاه»نيماليم« را GV)( از Dگر ي احاطهيک زير مجموعه

  

  . نباشدگر مانده ديگر احاطهي باقي، مجموعهDبا حذف هر عضو دلخواه از 
  : يعني

Dگر نداشته باشدي احاطهي سره هيچ زير مجموعه .  
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  : ي ببينيدانمونه
  

  :ي روبرودر گراف رسم شده :مثال
  

},,,{ي مجموعه) الف ehcbگر است احاطه:   
},,{ي آن نيمال نيست، زيرا زيرمجموعهولي اين مجموعه مي ehbگر استي احاطه يک مجموعه نيز .  

},,{ي مجموعه) ب edbگر است احاطه:   
گـر  مانـده احاطـه   ي باقي  هر عضو آن حذف شود، مجموعه      دهد اگر اي نشان مي  زيرا بررسي ساده  نيمال است،   اين مجموعه، مي  

  . نخواهد بود
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
نيمال انتخاب کنيد؛ سپس با حذف برخـي        گر غير مي   احاطه در گراف شکل روبرو، يک مجموعه     

  . تبديل نماييد نيمالگر ميها، آن را به يک مجموعه احاطهاز رأس
  

  

  
  
  
  
  
  

  1398 خرداد؛ نهايي کشوري
تـوان بـا حـذف    نيمـال را مـي  گر دلخواه غير ميي احاطه هر مجموعه : ثابت کنيد ) الف

  . نيمال تبديل کردگر ميي احاطهاز رئوسش به يک مجموعهبرخي 
  .  عضوي را مشخص کنيد5نيمال گر ميي احاطهدر گراف روبرو، يک مجموعه) ب

  

  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

g 

b f 

e 

hc a 

d 

g  
b 

f 

e  

h c 

a  

d 
i 

d c 

b 

a 

e 
j 

f 

g 

h i 
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  : استيدرسنهايي اين مبحث با تعريف زير، هدف  يامجموعهيافتن 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : هي است کهبدي
 :  داريمpي  از مرتبهGگراف هر در 

pG ≤≤ )(γ1 
  . ه و در نهايت آن را محاسبه خواهيم کرد را با دقت بيشتري مشخص کردGγ)(ي ، محدودهبخش بعدالبته در 

  

  :  رأسpهاي با در بين گراف :مثال
 .گري ممکن را داردترين عدد احاطه کوچکpKاف کامل گر •

  : زيرا
vD}{، بنابراين دهدها را پوشش ميرأستمام  v باشد، چون pK يک رأس دلخواه vاگر  گر ي احاطه يک مجموعه=
  : در نتيجه است و منيممي

  

1== ||)( DGγ 
 .گري ممکن را داردعدد احاطهترين  بزرگpKتهي اف گر  •

  : زيرا
)( هيچ يالي ندارد، فقط pKچون  pKVپس. نيمم هم هستگر باشد و البته خودش مياحاطهي تواند يک مجموعه مي :  

  

pG =)(γ  

  

  :نيممگر ميمجموعه احاطه
  :  گويند، هرگاه»نيمميم« را GV)( از Dگر ي احاطهيک زير مجموعه

  

  . د باشGگر هاي احاطه، کمترين مقدار ممکن در بين تمام مجموعهDتعداد عضوهاي 
  : يعني

)()(:  باشد، آنگاهGگر دلخواه براي ي احاطه هم يک مجموعهRاگر  RnDn ≤.  
  : بعلاوه

مجموعـه  -γ يک D و به    »گرƽعدد احاطه «شان داده، به آن     ن) Gگامايِ  : بخوانيد (Gγ)( را با    Dتعداد عضوهاي   
  . شودبراي گراف گفته مي
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   :توجه کنيد
 . نباشدنيمم  ممکن است مي،نيمالگر ميي احاطهيک مجموعه •

  : براي نمونه
},,,{ي  در گراف مقابل، مجموعه    afhg نيمال است، گر مي احاطه

  . رودگري از بين ميطهزيرا هر عضو آن حذف شود، احا
  !نيمم نيستگر ميحال، اين مجموعه احاطهبا اين
  : زيرا

},,{ي مجموعه jfcگر هم هست تعداد عضو کمتري دارد و احاطه.  
 

 . نيمال هم باشدنيمم باشد، طبق تعريف لازم است ميگر مي يک مجموعه احاطهDاما اگر  •
  

},,{ي نشان دهيد مجموعه :ثالم cda ستنينيمم نيمال است، ولي ميگر ميبراي گراف زير، احاطه.  
  

                   
                                      

  
  
  
  
  
  
  

  . ت اسGγ)(=2نشان دهيد در گراف مثال قبل،  :مثال

  
  
  
  
  
  

   .  باشد4 و 3ها گري آنرسم کنيد که عدد احاطه 8ي منتظم از مرتبه -2 هاييگراف :مثال

  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

a b 

c

d 

e f 
g 

h 

i j 

a 
b

c 

d

e

f

g
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خـواهيم  دنبـال  گري را ي عدد احاطهنيمم و روش محاسبهگر مي، يافتن مجموعه احاطه   Gگراف  خش، براي هر    اين ب در  
  .  را براي چند گراف خاص بيان خواهيم کردGγ)(هاي تعيين مقدار در پايان، فرمول. کرد

  

  :آوريمميرا مورد نياز محاسباتيِ  در ابتدا يک نمادِ
  

   : عددهرسقف 
 را با نماد xسقف عدد حقيقي  xکنيم به صورت زير حساب مي نشان داده و :  

 : صحيح باشد، مانند جزءصحيحxاگر  •

  xx = 
 :، سقف آن برابر عدد صحيح سمت راست آن روي محور اعداد است صحيح نباشدxاگر  •

  

  11 +=+<< nxnxn:]∈n,]∉x 
  : چند نمونه

        2124434455 −=−=−=−= /,/,,  
  : در واقع

:  داريمxبراي عدد صحيح   ][xx :  صحيح نباشد، آنگاهx و اگر =  1+= ][xx.  
  

  : پردازيمي بحث اصلي جزوه ميه ادامهب
  

  :  نشان دهيد∆هاي  و ماکزيمم درجه رأسpي  از مرتبهGدر گراف  :مثال
∆−≤ pG)(γ  

  : يعني
  . استGγ)( يک کران بالاي p−∆عدد 

  
  
  
  
  
  
  

  :در نتيجه
>−∆ معمولاً البته(.  خواهد بودp−∆برابر گرƽ گراف عدد احاطهحداکثر مقدار  pG)(γآيد بدست مي(. 

 خـپاس

 

  گرييافتن عدد احاطه
 2بخش
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  . دهدگري به دست مي براي عدد احاطهبسيار مفيدمورد بعدي يک کران پايين 
  

  : نشان دهيد ،هاي آن باشدي رأس بيشترين درجه∆ بوده و pي  گرافي از مرتبهGاگر  :مثال
  

 )(Gp γ≤





+∆ 1  

  : يعني

 از مقدار تواندنمي Gگري گراف عدد احاطه





+∆ 1
p کمتر باشد؛ اين عدد يک کران پايين براي )(Gγاست  .  

  
  
  
  
  
  
  

  9813؛ خرداد نهايي کشوري
  . در جاي خالي عدد مناسب قرار دهيد

  . استي رئوس لازم ي همه رأس براي احاطه. . . . . . . . حداقل ∆=3 با 10ي در يک گراف از مرتبه) الف
  . است . . . . . . . برابر ∆G)(، در اين صورت Gγ)(=1باشيم  داشته pي  از مرتبهGاگر در گراف ) ب

  
  
  
  
  
  
  

   :مهمبسيار ƽ نتيجه

گر پيدا کنيد که تعداد عـضوهاي آن برابـر           ي احاطه  بتوانيد يک مجموعه   Gاگر در يک گراف     





+∆ 1
p    ي  باشـد، مجموعـه

  :بعلاوه !ايديافتهنيمم را گر مياحاطه

مقدار 





+∆ 1
pگري آن گراف خواهد بود نيز برابر عدد احاطه.  

  

 خـپاس

 خـپاس
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  : مببيني Gγ)(ي قبل بيان شد را در تعيين چه در نتيجههايي از کاربرد آننمونه
  

  .  استGγ)(=3 دهيد در گراف مقابل، نشان :مثال
  

  
  

  
  
  
  
  
  

  
کـه  چنـان . ( اکثـر مواقـع مفيـد اسـت    Gγ)(نيمم و سپس تعيين مقدار      گر مي  احاطه Dدستورالعمل زير، در يافتن حدسي      

  .) نيمم هستندگر ميي احاطههاي بهتري براي قرار گرفتن در مجموعهرجات بيشتر، معمولاً انتخابهاي با دخواهيم ديد، رأس
  

   :نيممگر ميکانديداƽ احاطه
  .  داده شده استGفرض کنيد گراف 
  : انتخاب اولين رأس

)deg(=∆ با شرط 1v را تعيين کرده و رأسي چون ∆عدد  1vسپس.  را انتخاب کنيد :  
][ي مجموعه 1vNGخط بزنيد. (هاي متصل به اعضاي آن را از گراف حذف کنيد و تمام يال(.  
  : ادامه

 انتخـاب   2vانتخاب رأس را تکرار کنيد تا رأسي چون          جديد را مشخص کرده و دستور        ∆مانده، مجدداً مقدار    در گراف باقي  
][شود و مانند قبل،  2vNGهاي متصل را حذف کنيد و يال .  

  : هاي انتخاب شده را در يک مجموعه قرار دهيداين فرآيند را تا رسيدن به گراف تهي ادامه داده و تمام رأس
  

},,,{ kvvvE …21= 

  : توجه کنيد
  . گر استشود، قطعاً احاطه که از روش بالا حاصل ميEي مجموعه

 را با kاکنون عدد 





+∆ 1
pمقايسه کنيد  : 

اگر  





+∆= 1
pk باشد، در اين صورت Eنيمم بوده و ر ميگ احاطهkG =)(γتعيين شده است  . 

اگر   





+∆> 1
pk     باشد، ممکن استE گـر بـا   اي احاطـه نيمم نباشد؛ بايد بررسي کنيد که آيا مجموعه       گر مي  احاطه

 .  مشخص گرددGγ)(وجود دارد يا خير تا  k تعداد عضو کمتر از
  

 خـپاس
a b 

d 

e 
g

h

i 

f 

j 

c 
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  . هاي بعدي را ببينيدنمونه
  

   . را مشخص کنيد مقابلگري گراف عدد احاطه :مثال
                                                         

  
  
  
  
  
  
  

   :توجه کنيد

 و  kمقدار   نيست؛ در صورت تفاوت    قبل، در برخي موارد نتيجه بخش        دستورالعمل





+∆ 1
p    بهتر است بـا بررسـي سـاختار ،

  . گر را مشخص کنيمي احاطهترين مجموعهگراف، کوچک
  

   .گري گراف مقابل را مشخص کنيدعدد احاطه :مثال
      

  
  
  
  
  
  
  
  

هـاي بـين    ي يک منطقه شامل چند روستا و جاده       ، نقشه  مقابل شکل :مثال
هاي بـين روسـتاها در آن مـشخص شـده           آن روستاهاست و مسافت جاده    

قصد داريم چند بيمارستان مجهز در برخي روستاها احداث کنيم بـه         . است
ترين بيمارسـتان بـه آن روسـتا از         ي هر روستا تا نزديک    اي که فاصله  گونه
 کيلومتر بيشتر نباشد و از طرفي کمترين تعـداد ممکـن بيمارسـتان را               10

ي مـورد نظـر را بـا    ي داده شده، مسأله ابتدا با توجه به نقشه    . احداث کنيم 
سـازي کـرده و سـپس تعـداد و محـل احـداث              يک گراف مناسـب مـدل     

  )تمرين کتاب(. ها را مشخص کنيدبيمارستان

 خـپاس

 خـسپا

g 

b 

f 
e 

h 

c 

a d

a b 

c 

d 

e

f

g

h 

i 
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  )تمرين کتاب(. گري گراف زير را بيابيدعدد احاطه :مثال

  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : شودتر محاسبه ميآسان Gγ)(مقدار هاي خاص، در برخي گراف
نيمم گري ميها در مجموعه احاطهزم است تمام رأس، چون هيچ رأسي با رأس ديگر مجاور نيست، لاpKدر گراف تهي  •

 : پس. قرار گيرند

pKKVD pp == )()( γ  
  : دهد فقط در گراف تهي رخ ميمورد بالاتوجه داشته باشيد که 

  

pKGpG =⇔=)(γ 
 : پس. د، اين رأس تمام رئوس ديگر را احاطه خواهد کرد انتخاب کنيvچون هر رأسي ، pKدر گراف کامل  •

  

1== )(}{ pKvD γ  

 خـپاس

 خـپاس
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  :اما
   :پس.  استGγ)(=1چنان که قبلاً هم ديديم، هرگاه گراف يک رأس اشباع داشته باشد، 

  

pKGG =/=1)(γ 
  : بلکه

Gيک رأس اشباع باشد ƽ1=⇔. دارا)(Gγ 
  : براي نمونه

  : است و بنابراين) اشباع( فول cدر گراف مقابل، رأس 
  

1== γ}{cD  
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
  .  را رسم کنيد8Pگراف ) الف
   .خص کنيدمجموعه از آن مش -γيک ) ب
  .  عضوي از آن مشخص کنيد4نيمال گر ميي احاطهيک مجموعه) ج

  
  
  
  
  
  
  

  1398 خرداد؛ نهايي کشوري
  .  را در نظر گرفته و به سؤالات زير پاسخ دهيد7Cگراف 
  .  عضوي بنويسيد4گر ي احاطهيک مجموعه) الف
  . بدست آوريد را 7C يگرعدد احاطه) ب
  . م متمايز بنويسيدنيمگر ميي احاطه مجموعهدو) ج

  
  
  
  
  
  
  

   :توجه کنيد
  :  همواره داريمnP يا nCگراف در توان نشان داد که مي

  

 خـپاس

 خـپاس

a 

b 

c 

d 

e

f 
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 



== 3
nPC nn )()( γγ  

  : بعلاوه
  . تري دارندنيمم وضعيت مشخصميگر ي احاطههامجموعه باشد، 3 مضرب nها، اگر در اين نوع گراف

  .)ي بعد را ببينيدنمونه(
  

  1398 خرداد؛ نهايي کشوري
  .  داشته باشد2ي گر يکتا با اندازهي احاطه مجموعهيک رسم کنيد که 2گري  رأسي با عدد احاطه6يک گراف ) لفا

  .  داشته باشد2ي گر با اندازهي احاطه مجموعهيکبيش از  رسم کنيد که 2گري  رأسي با عدد احاطه6يک گراف ) ب

  
  
  
  
  
  

 خـپاس
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  :اتتمرين

  
  

  )تمرينات منتخب کتاب(
  

  : هاي زير مشخص نماييدگري را براي هر يک از گراف عدد احاطه- 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  :  رأسي باشد، نشان دهيدnمنتظم −kف  يک گراG اگر - 2

)(Gk
n γ≤





+1 
  
  . گري آن کمترين مقدار ممکن باشد رأسي بکشيد که عدد احاطه12منتظم −2 يک گراف - 3
  
  . ي يک باشد، رسم کنيدي آن با اندازهمجموعه -γ رأسي که 6يک گراف )  الف- 4

   .ي دو باشد، رسم کنيدي آن با اندازهمجموعه -γ رأسي که 6يک گراف ) ب
2 دو عدد طبيعي باشند و k و nفرض کنيد ) پ

nk  kگري آن  رأسي که عدد احاطهnروشي براي رسم يک گراف . ≥
  . باشد، ارائه دهيد

  
  .  داشته باشد2ي  يکتا با اندازهگراحاطهي مجموعهيد که يک  رسم کن2 گريعدد احاطه  رأسي با6يک گراف )  الف- 5

   . داشته باشد2ي  با اندازهگراحاطهي مجموعه رسم کنيد که بيش از يک 2 گريعدد احاطه رأسي با 6يک گراف ) ب
  

  :دلخواه توضيح دهيد که) n) 4≥n∋`راي هر  ب- 6
 2ي  يکتـا بـا انـدازه   گراحاطهي مجموعه رسم کنيد که يک 2 گريعدد احاطه  رأسي با    nتوانيد يک گراف    چگونه مي ) الف

  . داشته باشد

 )ب( )الف(

 )ج(
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 2ي  با انـدازه گراحاطهي مجموعه رسم کنيد که بيش از يک 2 گريعدد احاطه رأسي با nتوانيد يک گراف چگونه مي ) ب
   .داشته باشد

  
  . ا رسم کنيد ر12P گراف - 7

  .  از آن مشخص نماييدمجموعه -γيک ) الف
  .  عضوي از آن مشخص نماييد6نيمال  ميگراحاطهي مجموعهيک ) ب
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  . شودميو تکميل هايي براي شمارش در برخي مسائل يادآوري در اين بخش، تکنيک

  

   :يادآوري
  : روندسه مورد زير فراوان بکار ميدر انتخاب تعدادي شيء از يک گروه مفروض، 

 جايگشت اشياء 

  n!: تايي برابر است باn) هايصف(ها تعداد جايگشت شيء متمايز داشته باشيم، n اگر
  : دانيممي
  . شودهاي جديد حاصل ميو با تغيير ترتيب اشياء، حالت شياء اهميت داشتهاقرار گرفتن ترتيب جايگشت، در 

 ) شيءn تايي از r جايگشت(تبديل  

  : شيء برابر است باn  شيء از ميان اينr هاييگشت شيء متمايز داشته باشيم، آنگاه تعداد جاn اگر

!)(
!)( rn

nn r −=  

  .  شود گفته مي شيء نيزn شيء از r »تبديل«به اين نوع جايگشت، 
 ) شيءn تايي از r گروه(ترکيب  

  : برابر است با، ترتيب انتخاب مهم نباشد، تعداد حالات شيءn  شيء از ميانrدر انتخاب  اگر

!)(!
!

rnr
n

r
n

−×=






  

  : دانيممي
  .  مورد نظر ما استتاييrي هاتعداد گروهدر واقع، در ترکيب، ترتيب انتخاب اعضاء اهميت نداشته و 

  

  : ر ده نفر در يک جمع حاضر باشنداگ :مثال
  : شود، برابر است باها ساخته مي نفره که توسط آن3هاي تعداد صف •

7207
78910

7
10

310
1010 3 =×××==−= !

!
!
!

!)(
!)(  

  : توان ساخت، برابر است باها مي نفره که با آن3هاي تعداد گروه •

12076
78910

73
10

3103
10

3
10

=×
×××=×=−=








!

!
!!

!
!)(!

!  

  

362 زيرمجموعه، تعداد 92اين مجموعه، در کل ،  عضو داشته باشد9ک مجموعه اگر ي :مثال
89

2
9

=×=






ي دو  زيرمجموعه

8432عضوي و تعداد 
789

3
9

6
9

=×
××=








=







ي شش عضوي دارد زيرمجموعه .  

  

 

  دو تکنيک شمارش
 1بخش
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  :را ببينيد هاجايگشتدر شمارش  حالت خاصيک 
  
  
  
  
  
  
  

  : هاي زير، بر کاربرد روش بالا مسلط خواهيم شد، در نمونه بالا نيستنيازي به حفظ کردن فرمول
  

هـاي  هاي فرد كنار هم باشند، تعداد پنج رقمـي        ايم كه همواره رقم   ه را به طريقي كنار هم قرار داد       5 و   4،  3،  2،  1ارقام   :مثال
  . را مشخص کنيدحاصل 

  
  
  
  
  
  

  1398؛ خرداد نهايي کشوري
  : انند در يک رديف قرار گيرند، به طوري کهتوي يازدهم به چند طريق ميآموز پايه دانش5ي دوازدهم و آموز پايه دانش6

  . به صورت يک در ميان قرار بگيرند) الف
  . آموزان يازدهم کنار هم باشندهمواره دانش) ب
  . آموز خاص دوازدهم در کنار هم باشندآموز خاص يازدهم و يک دانشيک دانش) ج

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

  :پيچطناب
هـا  ، تعداد حالـت كنار هم قرار گيرند  به خصوص تاي  r كهطوري   را كنار هم قرار دهيم به      تمايز شيء م  n اگر بخواهيم 
  :برابر است با

!!)( rrn ×+− 1  
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  3981 شهريور؛ نهايي کشوري
  : اي و در يک رديف بچينيم به طوري کهتوانيم به چند طريق در قفسه کتاب رياضي متفاوت را مي5 کتاب فيزيک متفاوت و 4

  . هاي فيزيک کنار هم باشندهمواره کتاب) الف
  . هيچ دو کتاب رياضي کنار هم نباشند) ب
  .  خاص و دو کتاب فيزيک خاص همواره کنار هم باشنديک کتاب رياضي) ج

  
  
  
  
  
  
  
  

   :توجه کنيد
  .  باشندار است کنار هم باشند، يکسان شيئي که قرrممکن است پيچ که در بالا گفته شد، در روش طناب

  

    کنار هم باشند؟ 5هاي شود که رقمچند عدد شش رقمي نوشته مي، 9 و 5 ،5، 5، 4، 1با جابجايي ارقام  :مثال

  
  
  
  
  
  

هـر  هـاي   طوري كه كتاب   را كنار هم قرار داد به      مختلف  كتاب شيميِ  3 و   يکسان  كتاب رياضي  3توان   مي روشبه چند    :مثال
  كنار هم باشند؟ درس 

  

  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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   :را ببينيد اشياء هايجايگشتديگري در شمارش خاص حالت 
  

  
  
  
  
  
  

  شود؟ ، چند عدد شش رقمي نوشته مي9 و 5، 5، 5، 4، 1با جابجايي ارقام  :مثال

  
  
  
  

  شود؟نوشته مي پنج حرفي يچند كلمه» تكرار«با حروف كلمه  :مثال

  
  
  
  

  1398؛ خرداد نهايي کشوري
  ؟ توان نوشت رقمي مي9 چند عدد 5 و 4، 4 ،2، 3، 2، 2، 1، 1با ارقام 

  
  
  
  
  

  :  نشودn!ممکن است صورت کسر 
  

33333000تعداد عددهاي هشت رقمي که با ارقام  :مثال   . شود، را حساب کنيد نوشته مي,,,,,,,

  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

  :هاي با تکرارجايگشت
ام باشـند،  k از نـوع يکـسان  تا  kn و. . . از نوع دوم، يکسان تا  2n از نوع اول،يکسان تا  1n  شيء موجود، n اگر در ميان  

   : شيء برابر است باn هاي اينآنگاه تعداد جايگشت

!!!
!

knnn
n

××× "21
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   :توجه کنيد
  :نمونه. مجبور شويد جواب را در چند مرحله مشخص کنيدممکن است هاي با تکرار، در جايگشت

  

  : به دو مورد زير پاسخ دهيد :مثال
  توان نوشت؟ چند عدد پنج رقمي مي8 و 6، 1، 1، 1هاي  توسط رقم)الف
  توان نوشت؟ چند عدد سه رقمي مي، توسط اين ارقام)ب

  
  
  
  
  
  

  
  
  

 خـپاس
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  :شمارشيمهم  دهي به برخي مسائل از ترکيب اشياء در پاسخ ديگري کاربرد

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :ليدل
+−1تعداد  kn  به صورت رديفي کنار هم قرار دهيدنشان يکسان :  

  
  
  

  اکنون، 
+−1 اين   نشان از بين   k−1  تعداد هر بار که   kn تبديل کنيد، دقيقاً خطي جداکننده به پاره انتخاب کرده و     نشانn  نـشان 

  : گيرند که محل جداگانه جاي ميkدر 
 و متناظر نوع گل مربوطه ، هر محلهاينشان •

  . تا خواهد بودnها  آن کلتعداد •
  : بينيددر شکل زير مي k=4براي يک انتخاب را ي نتيجهبراي نمونه، 

314تعداد    : در دسته گل حاصل. ايمخط جداکننده تبديل کرده نشان انتخاب کرده و به پاره−=
  .  انتخاب شده استبقيه از نوع چهارماخه گل و  ش0:  شاخه گل، از نوع سوم2:  شاخه گل، از نوع دوم1: از نوع اول

   
  
  
  

  ! گاه مورد نياز نخواهد بود هيچ؛اگر درک استدلال بالا مشکل است، بدون نگراني از آن عبور کنيد

. . . . . . 

1−+ knتا 

. . . . . . 

)1( )2( )3( )4( 

 

  تعداد دسته گل و کاربرد
 2بخش

  :هاتعداد دسته گل
  .  نوع مختلف شاخه گل و از هر نوع به تعداد فراوان موجود استkفرض كنيد 

  : در اين صورت
  :  نوع كه در آنk از اين » شاخهnها با دسته گل«تعداد 
  نتخاب نشوند،  ممكن است بعضي از انواع ا:ثانياً تكرار مجاز بوده و                                    :اولاً

  : برابر است با












−

−+

1
1

k

kn  
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  تايي ساخت؟هاي سهگل، دسته گلتوان توسط چهار نوع شاخهبه چند روش مي :مثال

  
  
  
  
  
  

   :ان ديگربيدو 
 kxام را با -kهاي نوع  گلو تعداد شاخه. . .  و 2xهاي نوع دوم را  گل، تعداد شاخه1x  راهاي نوع اول گلاگر تعداد شاخه

nxxx: يهاي صحيح و نامنفي معادلهاد جوابتعدها دقيقاً همان نشان دهيم، تعداد دسته گل k =+++  : است21"
  












−

−+

1
1

k

kn
  

  : بعلاوه
هـاي صـحيح و   تعداد جوابمانند بالا، برابر ها دقيقاً حالت جعبه جاي دهيد، تعداد    k را داخل    يکساني   مهره nاگر بخواهيد   

nxxxي امنفي معادلهن k =+++   .  است21"
  

+++=8ي هاي صحيح و نامنفي معادلهتعداد جواب :مثال tzyxرا مشخص کنيد  .  

  
  
  
  
  
  

   :شرايط حداقلي
 کم کـرده و  n ابتدا به تعداد لازم از در اين صورت،. شودمتغيرها شرط حداقلي قرار داده مي   يا تمام   براي جواب برخي    گاهي  

  . شودها بدون هيچ شرطي و به روش قبل تعيين ميشرايط حداقلي را برآورده کرده و سپس تعداد جواب
  

  :ي بعد را ببينيدنمونه
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
12621ي هاي صحيح و نامنفي معادلهتعداد جواب =+++ xxx 45با شرط  " ≥x 21 و >xرا محاسبه کنيد  .  

  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  1398؛ خرداد نهايي کشوري
10521ي هاي صحيح و نامنفي معادلهتعداد جواب =+++ xxx 54320با شرط  " ,,,, => ixiرا محاسبه کنيد  .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   :حالت مهم
nxxx يهاي طبيعي معادلهتعداد جواب k =+++  :  برابر است با21"









−
−
1
1

k
n

 

  :ليدل
  .  را داده تا شرط حذف شود1 عدد kx تا 1x برداشته و به هر کدام از nتا از kي قبل، مشابه نمونه

  : ي بدون شرط چنين استمعادله
knxxx k −=+++ "21 

  :طبق فرمول کلي












−

−
=











−

−+−

1
1

1
1

k

n

k

kkn
  

  

84321 يهاي طبيعي معادلهتعداد جواب :مثال =+++ xxxx را حساب کنيد .  
  

  
  
  
  

   ؟ نفر توزيع کرد، به طوري که هر نفر حداقل، يک توپ داشته باشد5 توپ يکسان را بين 11توان چند طريق ميبه  :مثال
  

  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  : الت تفکيک شده و تعيين جواب نيز در چند مرحله انجام شودگاهي لازم است با توجه به شرايط، سؤال به چند ح
  

83 يمعادلهصحيح و نامنفي هاي تعداد جواب :مثال 4321 =+++ xxxx را حساب کنيد.  
  

  
  
  
  
  
  
  
 

2043ي معادله :مثال
3

21 =+++ xxxx    چند جواب طبيعي دارد؟ )(

  
  
  
  
  
 

++≥5 يمعادلهصحيح و نامنفي ناهاي تعداد جواب :مثال zyxرا حساب کنيد .  

  
  
  
  
  
  
  
 

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  .ميکن ي مجادي در آن اي عمودفي ردn  وي افقفي ردn مربع رسم کرده و سپس کي
  :زيرهاي نمونهنند ما

  
  
  
  
 

  :ميدهمي ي جاري دو شرط زطبقرا  n و …، 2، 1 ي از عددهايکي ،اکنون در هر خانه از مربع
 .  نوشته نشودي عدد تکرار)ي افقفيرد( سطر چيدر ه 

  . ده باشد نوشته نشي عدد تکرارنيز) ي عمودفيرد(ن  ستوچيدر ه 
  :گريبه عبارت د

  . وجود داشته باشندي هر ستون همگاي در هر سطر n و …، 2، 1 يلازم است عددها
  : صورتنيدر ا

  .ندي گو)nي يا مرتبه (×nnي  از مرتبه»نيمربع لات« کين روش را ساخته شده به ايمربع 
  

  : چند نمونه
  : هستندني مربع لات،ري زوردهر دو م •

  
  
  
  
 
  ؛ ستي نني مربع لاتکي زيرمربع  •
  
  
  
  

  .ته شده استبار نوشدو  1 عدد ،اولدر ستون مثلاً  رايز
  
  
  
  

      
      
      

    
    
 ×33مربع  ×22مربع 

1  2  3  4  
2  4  1  3  
3  1  4  2  
4  3  2  1  

2  3  1  
1  2  3  
3  1  2  

3  2  1  
2  1  3  
3  2  1  

 

  هاي لاتينمربع
 3بخش
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  . دندهمربع لاتين را نشان مي و مفيد  سادههايي زير، کاربردهانمونه
  

   )نمونه از کتاب( :مثال
، −108:  قـصد دارنـد در يـک روز در سـه نوبـت             - به ترتيب مدرسان رياضي، فيزيـک و شـيمي         -) 3(و  ) 2 (،)1(سه مدرس   

اي بـه مدرسـان اختـصاص       ها را به گونه   ها و زمان  در جدول زير، کلاس   .  تدريس کنند  C و   A   ،B در سه کلاس     −31 و   −1210
  . ها به موقع و کامل انجام شوددهيد که تدريس

  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
 

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
اي تـدريس   بـه گونـه  4C و 1C ،2C ،3Cي متوالي در چهار کـلاس   در چهار جلسه4T و 1T  ،2T ،3Tقرار است چهار مدرس     
  . ر هر کلاس دقيقاً يک جلسه تدريس کند، براي اين منظور برنامه ريزي نماييدکنند که هر مدرس د

  
  
  
  
  
  
  
 

   .را مشخص کنيد e و i يک مربع لاتين باشد، روبرومربع  اگر :مثال
  

  
  

 خـپاس

 خـپاس

a  4  3  2  
c  b  2  3  
2  e  d  4  
i  h  g  f  
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   :وجود مربع لاتين
  .اي وجود داردمربع لاتين از هر مرتبه

  : زيرا
  :مي کنجاديا nدلخواه  ي از مرتبهني مربع لاتميتوان ي مريروش ز به

 . دهيما به ترتيب در سطر اول قرار مي رn و …، 2، 1عددهاي  

  :نويسيم مي، ابتداي پنج در ساخت مربع لاتين از مرتبهبراي نمونه،
  
  

 : در هر مرحلهبراي نوشتن سطرهاي بعدي،  

 و »  اولين عدد سطر بعد←سطر هر آخرين عدد « •

   .کنندساير عددها يک خانه به راست حرکت مي •

  
  
  
  

  

  
  .  گويند»چرخشي«به هر مربع حاصل از اين روش، يک مربع لاتين 

  
  : توجه کنيد

. شوند شروع مي1در مربع چرخشي، در سطرها، اعداد در حال افزايش بوده و وقتي به بيشترين عدد برسند، سپس دوباره از       
  . دبينيبالا ميهاي نمونهدر ستون، وضعيت برعکس است که در 

  

 خـپاس

5  4  3  2  1  
          
          
          
          

3  2  1  
2  1  3  
1  3  2  

 مربع لاتين چرخشي مرتبه سه

5  4  3  2  1  
4  3  2  1  5  
3  2  1  5  4  
2  1  5  4  3  
1  5  4  3  2  

 پنجمربع لاتين چرخشي مرتبه 
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. بينيـد  را مـي ي هـشت  از مرتبـه بخشي از يک مربع چرخشيروبرو، در شکل   :مثال
cba مقدار   . را بيابيد −+

          

  
  
  
  
 

  .به يک مربع لاتينِ ديگر ببينيد ني مربع لاتکيدر ادامه، دو روش براي تبديل 
  

   :جابجايي سطر يا ستون
  :مي داشته باشني مربع لاتکياگر 

  ، دو ستون با هميي با جابجااي دو سطر با هم ييبا جابجا
  . خواهد بودني مربع لاتکيمربع حاصل باز هم 

  : دليل
کنـد، ولـي     تغييـر مـي    n تا   1ها، فقط ترتيب عددهاي     شوند، عددهاي سطرها تغيير نکرده و در ستون       وقتي دو سطر جابجا مي    

  . تکرار رخ نخواهد داد
  

  : کنيمسه مرحله تغييرات ايجاد مي، روبرودر مربع لاتين  :مثال
  . کنيم ميعوضسطر اول را با سطر سوم 

  در مربع جديد، ستون سوم را با ستون چهارم جابجا کرده و سپس 
  . کنيمها را جابجا مي2ها و 3ي همه

  :انجام مراحل را ببينيد
   

  
  
  
  

 

 
  : بينيدکه ميچنان

  . ماتريس پاياني همچنان يک مربع لاتين باقي مانده است
  

 خـپاس

        
    a    
  b  c  7 
        

2  3  4  1  
1  2  3  4  
4  1  2  3 
3  4  1  2  

 

4  1  2  3  
1  2  3  4  
2  3  4  1 
3  4  1  2  

 

)(1 )(2 )(3 

1  4  2  3  
2  1  3  4  
3  2  4  1 
4  3  1  2  

1  4  3  2  
3  1  2  4  
2  3  4  1 
4  2  1  3  
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  . کندرا ممکن مي ني لاتيهامربعنيز امکان تبديل  ريمفهوم ز
  

   :جايگشت
  :ديري را در نظر بگريتابع ز

},,,{},,,{: nnf …… 2121 ⎯→⎯ 
   . باشدکي به کي هرگاه ،ميي گوn و …، 2، 1 ي از عددهاگشتي جاکي تابع را نيا

   :ديني ببييها هنمون
  
  
  
  
  

  : در واقع
  .کند را به صورت غير تکراري به يکديگر تبديل ميn تا 1 عددهاي ،هر جايگشت

  

   :تبديل مربع توسط جايگشت
   :ميسازي مني را چنB  مربع. باشدييتاn يگشتي جاf  وني مربع لاتکي A دي کنفرض

  
  

  :  صورتنيادر 
B استني مربع لاتکي زين .  

  : ليلد
 هم در سطر يا ستون متناظر، Aيک است، بايد در به يکf، دو عدد تکراري باشند، چون Bاگر در يک سطر يا ستون مربع    

  .  مربع لاتين بوده، امکان نداردAداشته باشند که چون دو عدد يکسان وجود 
  :  نمونهيبرا

  :  در نظر بگيريدمقابلرا به صورت  f تجايگش
  : اين جايگشت

  ».کند تبديل مي1 را به 4 و عدد 3 را به 3، عدد 4به  را 2، عدد 2 را به 1عدد «
  :ميسازي را مB  لاتينمربع، A  لاتين از مربع،fبا استفاده از 

  
  
  
  

1  
2  
3  
4 

1  
2  
3  
4 

1  
2  
3  
4 

1  
2  
3  
4 

 جايگشت است جايگشت نيست

A B 
 جايگشت f را توسط Aهاي تمام درايه

 .دهيممي

f  
 

2  3  4  1  
1  2  3  4  
4  1  2  3 
3  4  1  2  

 

4  3  1  2  
2  4  3  1  
1  2  4  3 
3  1  2  4  

 

=A =B

1  
2  
3  
4 

1  
2  
3  
4 

f : 



  

        

  آموزش تشريحي رياضيات گسسته
 دکتر ظفــرخواه: مدرس                                                                                                                     مباحثي در ترکيبيات :جزوه

 

95 

 آموزش مفهومي

  0935  421  0135                                    @Drzafarkhah 
• 

  : را ممکن خواهد کردهاي لاتينمربعتري از پيشرفتهکاربرد مفهوم زير، 
  
  
  
  
  
  
  

  :ديني ببييها نمونه
 :ستندي متعامد نري در زB  وA يهامربع •

  
  
  

 

  : متعامدندريزبه صورت  D و C يهامربع •
  

  
  
  

  .هستندتمام عددهاي دو رقمي با هم متفاوت  که دينيبيم
 

  
24133241( است و جايگشت چهاري  مربع لاتين چرخشي مرتبهA :مثال →→→→ کنيم تا را روي آن اعمال مي) ,,,
  متعامد هستند؟دو مربع آيا . حاصل شود Bمربع 

  
  
  
  
  
  
  
 

 خـپاس

 =A =B 
2  3  1  
1  2  3  
3  1  2  

 

1  2  3  
3  1  2  
2  3  1  

 

21  32  13  
13  21  32  
32  13  21  

 

2  3  1  
1  2  3  
3  1  2  

 

 =C =D 
1  3  2  
3  2  1  
2  1  3  

 

21  33  12  
13  22  31  
32  11  23  

 

  : هاي متعامدمربع
  :دي را اجرا کنري را در نظر گرفته و دستور زB  وAي  هم مرتبهنيمربع لاتدو 

  

  .يد قرار دهدي مربع جدکيرا کنار هم آورده و در مربع  متناظر در دو يهاهيدرا
  

  . گوئيم» دتعامم«  نسبت به همرا B  وAي ها  مربع، موجود نباشديکساني يهي دو دراچي ه،دي در مربع جداگر
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  :شرط ضروري هنگام ساخت مربع متعامد نسبت به يک مربع لاتين موجود
  

   :شرط لازم
  : متعامد با آنBداشته باشيم، در مربع لاتين  A نيمربع لاتاگر يک 

  

  . عددهاي متفاوت نوشته شودB نوشته شده، بايد در ماتريس 1 که عدد Aهايي از ماتريس در خانه
  : واضح است که

  . باشدرعايت شده  نوشته شده نيز nيا  . . . يا 3 يا 2هايي که عدد شرط بالا بايد در خانه
  

 و 2، 1 به دو صورت متفاوت به عددهاي 1در مربع لاتين مقابل، با تغيير سه عدد  :مثال

  : سازيمنسبت به آن ميد  لاتين متعام، دو مربع3
 

  
  
  
  

  
  
  
  
  

  : توجه کنيد
  . هاي مربع، به سادگي و فقط به يک روش مشخص خواهند شدها، ساير خانهبعد از تغيير يک، ×33ي در مرتبه

  
 باشد، B مربع لاتين حاصل از اِعمال يک جايگشت بر اعضاي Cتعامد باشند و     دو مربع لاتين م    B و   Aنشان دهيد اگر     :مثال
  )مثال کتاب(.  نيز متعامدندC و Aآنگاه 

  
  
  
  
  
  
  
 

 خـپاس

2  1  3  
3  2  1  
1  3  2  

  3    
    2  
1      

 

2  3  1  
3  1  2  
1  2  3  

  2    
    1  
3      

 

1  2  3  
2  3  1  
3  1  2  
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   :ريزيبرنامه
  :هاي زير هستندمسائل مربوطه معمولاً داراي مؤلفه. کمک گرفتتر پيشرفتهريزي توان براي برنامهاي متعامد ميهاز مربع
 . گيردها يک مربع شکل ميچند مکان يا زمان مختلف که از تقاطع آن 

  : مانند
  .  سه جلسه تشکيل دهيم12 تا 9خواهيم در سه روز اول هفته، در سه زمان بين ساعات مي
  
  
  
  
  
  :سادهحالت 
ريزي کنيم به طوري که در هر  برنامهC و A ،B خالي بالا، براي سه نفر يا سه رويداد ×33خواهيم در مربع گاهي مي 

 : در اين صورت. روز يا هر ساعت، تکرار رخ ندهد

  )مثلاً چرخشي. (يل دهيمکافي است يک مربع لاتين تشک
  
  
  
  
  

  :بينيد کهمي
  .اند مربوطه رخ دادهزمان در هر روز و در هر سه C و B و Aرويداهاي 

  
  :گانهدوحالت 
 :گاهي لازم است در هر خانه خالي جدول، دو رويداد همزمان رخ دهند به طوري که 

  !هدتمام حالات مختلف دو رويداد در جدول قرار گرفته و تکرار هم رخ ند
  : صورتدر اين

 . دهيمي رويدادها تشکيل ميدو مربع لاتين متعامد از مرتبه •

 . دهيمرويدادها را در دو مربع جاي مي •

 .  ريزي با شرايط مورد نظر بدست خواهد دادترکيب دو مربع، يک برنامه •
  

  1398؛ خرداد نهايي کشوري
اي اسـتفاده  هـا بـه گونـه   بخواهند در سه روز اول هفته از اين لباس        سه دوست هم سايز، سه کت و سه پيراهن داشته باشند و              اگر

ها را دقيقاً يک بار استفاده کرده باشد و هر کت با هر پيراهن نيز دقيقاً يکبار ها و هر يک از پيراهنکنند که هر فرد هر يک از کت      
  توانند اين کار را انجام دهند؟ مورد استفاده قرار بگيرد، چگونه مي

  10 -9  11 -10  12 -11  

        شنبه

       يكشنبه

        دوشنبه

  10 -9  11 -10  12 -11  

 C  B A  شنبه

 B A C  يكشنبه

 A C B  دوشنبه
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   : کهمبداني
 ـ     ها،  رتبه م ري سا ي برا ي ول .وجود ندارد د  تعامم ني لات هاي مربع ، دو 6 و 2،  1 يها مرتبه يبرا  متعامـد   نيحـداقل دو مربـع لات

  .موجود است
  

، ساخت دو مربع متعامـد       نمونه براي.  ساخت n<1د براي هر     فر nي   متعامد از مرتبه   ربعن دو م  تواي م ريطبق روش ز  
   .آوريمي پنج را ميمرتبه

  

ي هـا الگوهـا، مطـابق   رخي خانه و عددهايي در باضافه و موقتي در اطرف آنهايي خانه با  ×55به صورت زير، دو مربع      ابتدا  
  : دهيمتشکيل مي مشخص شده

  

  
  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

        5          
      5    4        
    5    4    3     
  5   4    3    2    
5    4    3    2   1  
  4   3    2    1    
    3    2    1     
      2    1        
        1          

        1          
      2    1        
    3    2    1     
  4   3    2    1    
5    4    3    2   1  
  5   4    3    2    
    5    4    3     
      5    4        
        5          

1
2

3

4
5 1

2

3
4

5
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  :ميکني مبيها را با هم ترک مربع،اکنون
  
  
  
  
  
  
  
  :انيدر پا
  :ميکنيمنتقل مداخل آن  ي خاليها  به خانهريروش ز طبق  راي مربع اصلروني بيدهاعد

 . ميکني خانه به بالا منتقل م5  مربع رانيي پايها و عددنييخانه به پا 5 مربع را ي بالايعددها 

  .ميکنمي خانه به راست منتقل 5  سمت چپ مربع راي خانه به چپ و عددها5  سمت راست مربع رايعددها 
  

  
  
  
  
  

  : در بالا شدهمربع حاصل
  .است ×55ي رتبه متعامد از منيدو مربع لات ي شدهبيترک

  

        15          
      25    14        
    35    24    13     
  45   34    23    12    

55    44    33    22   11  
  54   43    32    21    
    53    42    31     
      52    41        
        51          

35  52  24  41  13 
12  34  51  23  45 
44  11  33  55  22 
21  43  15  32  54 
53  25  42  14  31 
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  :اتتمرين

  
  

  )تمرينات منتخب کتاب(
  

اگر بخواهيم هر نفر روبـروي      .  نفر را که دو به دو برادر يکديگرند در دو طرف يک ميز مستطيل شکل بنشانيم                8خواهيم  مي -1
  ؟توان اين کار را انجام دادريق ميبرادرش بنشيند، به چند ط

  
},,,{اگر داشته باشيم     -2 4321=A   و },,,,{ 98765=B         توان نوشت که هـر      رقمي مي  5، در اين صورت چند رمز يا کد

  ؟ باشدB و سه رقم از Aيک شامل دو رقم از 
  
بـه نظـر    . اي در يک رديف بچينـيم     توانيم در قفسه   کتاب رياضي متفاوت را به چند روش مي        5 کتاب فيزيک متفاوت و      4 -3

  : پذير است؟ اگرشما، اين عمل به چند روش امکان
  .هيچ محدوديتي نباشد) الف
  . ار هم باشندهاي فيزيک کنهمواره کتاب) ب
  . هيچ دو کتاب رياضي کنار هم نباشند) پ
  . يک کتاب رياضيِ خاص و دو کتاب فيزيک خاص همواره کنار هم باشند) ت
  

  ؟توان نوشت چند کد شش رقمي مي7 و 5، 7، 7، 6، 5با ارقام  - 4
  
 حـرفِ   9ي خاصي را کدگذاري و هر جعبه را با يـک کـد، شـاملِ                ي حاوي اجناس توليد شده    خواهيم روي تعدادي جعبه   مي -5

aabaccddd   اين کدها از بقيه جدا کنيم؟توانيم با حداکثر چند جعبه را مي.  از بقيه جدا کنيم,,,,,,,,
  
  ؟توانند در دو اتاق دو نفره و يک اتاق سه نفره قرار گيرندهفت نفر به چند طريق مي - 6

  
  :  شاخه انتخاب کرد، اگر بخواهيم11 نوع گل، 5توان از بين به چند طريق مي - 7

  .هيچ محدوديتي نباشد) الف
  . از هر نوع گل حداقل يک شاخه انتخاب کنيم) ب
  . بيش از سه شاخه انتخاب کنيماز گل نوع دوم حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم ) پ
  .  شاخه انتخاب کنيم5از گل نوع سوم انتخاب نکرده و از گل نوع چهارم حداقل ) ت

  
  : هاي داده شدهت زير با شرطمعادلاي هر يک از و نامنفهاي صحيح عداد جوابمطلوب است ت - 8

52010521 ≤≤>=+++ ixxxx i   الف (",
4212 51621 ≥>=+++ xxxxx   ب (",
51111521 ≤≤≥=+++ ixxxx i   پ (",
41073 4321 ≤≤≥=+++ ixxxxx i   ت (,
41034321 ≤≤≥=+++ ixxxxx i   ث (,
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  فر توزيع کرد، هرگاه بخواهيم هر نفر حداقل يک توپ داشته باشد؟ ن4 توپ يکسان را بين 8توان به چند طريق مي - 9
  

  تواند با مربع اوليه متعامد باشد؟ آيا مربع لاتين حاصل از اِعمال يک جايگشت روي اعضاي يک مربع لاتين دلخواه، مي - 10
  

  :مربع لاتين مقابل را در نظر بگيريد - 11
 1A و Aآيا .  بناميد1Aمربع حاصل را  را جابجا کرده و Aسطر دوم و سوم مربع ) الف

  متعامدند؟ 
سپس در مربع حاصل، سطر دوم و سوم را .  را جابجا کنيدA و سوم مربع اولسطر ابتدا ) ب

   متعامدند؟ 2A و Aآيا .  بناميد2Aل را جابجا کنيد و مربع حاص
  : ، به سؤالات زير پاسخ دهيد)ب(و ) الف(هاي با توجه به قسمت) پ

-ن اول بدست مـي  با مربع لاتيمتعامدتوان گفت با تعويض جاي سطرهاي يک مربع لاتين، همواره مربع لاتيني              آيا مي  -1
  آيد؟

 با مربع لاتين اول بدسـت       غير متعامد توان گفت با تعويض جاي سطرهاي يک مربع لاتين، همواره مربع لاتيني              آيا مي  -2
  آيد؟مي

  
مختلـف   روزِ هفته با هفـت ماشـين مختلـف در هفـت مـسير               هفت راننده در    7راني، قرار است    ي اتومبيل در يک مسابقه   -12

  :مسابقه دهند به طوري که شرايط زير برقرار باشد
  هر راننده هر روز با يک ماشين در يک مسير رانندگي کند؛) الف
  رانندگي کند؛قيقاً يک روز ماشين دهر هر راننده با ) ب
  در يک مسير رانندگي کند؛دقيقاً هر راننده هر روز ) پ
  .  گرفته شوددر هر مسير دقيقاً يک بار به کارهر ماشين ) ت

  .ريزي انجام دهيدبراي اين منظور يک برنامه
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  . دهيمرا ادامه مي يا شرايط ديگر هاوضعيتبرخي هايي جهت شمارش در جزوه، بيان تکنيکدر اين 

  

  : توجه کنيد
|| را با نماد Aتعداد اعضاي يک مجموعه مانند  A خواهيم داد نشان.  

  
   :مهم چند مورد

   متناهي باشند، ي سه مجموعهC و A ،Bاگر 
  : برابر است با،قرار دارند B يا Aهاي تعداد اعضايي كه لااقل در يكي از مجموعه 

|| BA∪ 
  : همچنين

   : برابر است با، قرار دارندC يا A ،Bهاي ز مجموعهتعداد اعضايي كه لااقل در يكي ا
|| CBA ∪∪  

  : برابر است با، قرار دارندB  وAي هامجموعههر دوي تعداد اعضايي كه در  

|| BA∩  
  ، قرار ندارندB قرار دارند ولي در Aاعضايي كه در  

  .  قرار دارند′B و Aاعضايي هستند که در هر دوي 
  :برابر است باها پس تعداد آن

|||||||| BAABABA ∩∩ −=−=′  
  : يدتوجه کن

BA در تفاضلي بالا اين است که دليل رابطه  .شوند ميبرداشته A  فقط اعضاي مشترك از،−
  

  )تکرار ارقام مجاز(؟ ستني 9دهگان رقم ، 9 و 4، 3 ،0  نوشته شده با ارقامرقميِچهار در چند عدد  :مثال
  

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 

  شمول و عدم شمول
 1بخش
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  : دهيمها، شمارش را از طريق روش متمم انجام ميبرخي وقت
  

   :شمارش غيرمستقيم
SA مشخص داريم و      با تعداد عضوهاي   Sفرض کنيد يک مجموعه مانند        به روش   Aگاهي تعيين تعداد اعضاي     .  است ⊇

  : در چنين حالتي. مستقيم دشوار است
||: يعني( نيستند Aتعداد عضوهايي که در  A′ (ي را تعيين کرده و رابطه|||||| ASA   .  را بکار خواهيم برد=−′

  : به صورت معادل
|||||| ASA −=′  

  

  ؟ در چند عدد سه رقمي، رقم هفت بکار رفته است :مثال

  
  
  
  
  
  
  

  : شود زير انجام ميروشبه  ∪BAي شمارش تعداد اعضاي مجموعه
  

  
  
  
  
  
  
  

  : دليل
|| در   B  و Aک بين   اعضاي مشتر  BA∪        يک بار شمرده شده، ولي در |||| BA اند و با يک بـار کـم    دو بار شمرده شده+

||کردن  BA∩از عبارت دوم، مقادير يکسان خواهند شد  .  
  : بعلاوه
 : چنين استدم شمول براي سه مجموعهمول و عاصل ش

 

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA ∩∩∩∩∩∪∪ +−−−++=  
  

 خـپاس

 :اصل شمول و عدم شمول
  :  متناهي باشند، آنگاهي دو مجموعهB  وA اگر

|||||||| BABABA ∩∪ −+=  
 : ويژهب

|||||| ، آنگاه باشد∩BA=∅ اگر BABA   . خواهد بود∪=+
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باشد، آنگاه تعداد اعضايي     عضو   30 داراي   ∪BAي  ه و مجموع  20 داراي   Bي  ه، مجموع 15 داراي   Aي  هاگر مجموع  :مثال
  . را بيابيد ، تعلق دارندA كه فقط به

  
  
  
  
  

  .دنياز داراطلاعات زير ، به  و عدم شمولاصل شموله روش ببه سؤالات مهمي پاسخ 
  

   :چند رابطه شمارشي
},,,,{ي  مجموعه  n…321   داراي n   ي   عضو و مجموعه},,,,{ nmmm …21 −+1 داراي   ++ mn  عضو است  .
 )چرا؟(

},,,,{ي تعداد عضوهاي مجموعه  n…321 که بر kپذير هستند برابر  بخش][k
nاست  . 

  : در نتيجه
},,,,{ي هتعداد عضوهاي مجموع nmmm …21   :  برابر است با،پذير هستند بخشk که بر ++

][][ k
m

k
n 1−−  

  : دليل
ــددها در   ــداد ع ــدا تع },,,,{ابت n…321  ــر ــه براب ــرده ک ــساب ک k][ را ح

nــپس، آن ــه در  اســت و س ــايي ک ه

},,,,{ 1321 −m…شدند، يعني  بوده و نبايد شمرده مي][ k
m   . کنيم را از مقدار اول کم مي−1

],[هايي هستند که بر پذير هستند، دقيقاً آن   بخش ′k و هم بر     kعددهايي که هم بر       kkm دو . م.م.، يعني بـر ک =′
},,,,{در . پذير باشندعدد بخش n…321تعداد اين عددها برابر است با ،:   

][m
n  

  
  1398؛ خرداد نهايي کشوري

  . پذير باشند بخش3 يا 2 چند عدد وجود دارد که بر 90 تا 1در بين اعداد 

  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس
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  . کند ميفراهم در کنار روش متمم و قوانين دمورگان، روش مهمي در شمارش  و عدم شمولاصل شمول
  

   :حالت مهم
  : اً يعني قرار ندارند، دقيقB و Aي  از دو مجموعههيچ يكاعضايي كه در 

  . قرار دارند′B و هم در ′Aاعضايي که هم در 
  :ها برابر است باپس تعداد آن

  

|| BA∪− تعداد كل =′=′′ |)(||| BABA ∪∩  
  : به صورت مشابه

  : برابر است با،قرار ندارند C و A ،Bهاي تعداد اعضايي كه در هيچ يك از مجموعه
 

|| CBA ′′′=′= تعداد كل −∪∪ |)(||| CBACBA ∪∪∩∩  
   :توجه کنيد

)(عبارت جبري  ′BA∪نماد را گاهي با  BA∪دهند نمايش مي .  
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
3501 با شرط nچند عدد طبيعي  ≤≤ n ؟ پذير نباشد بخش6 و 4 وجود دارد که بر هيچ يک از اعداد  

  
  
  
  
  
  
  

   لااقل يك بار ظاهر شوند؟ 4 و 2هاي ها رقم وجود دارد كه در هريك از آن4 و 3، 2، 1چند عدد چهار رقمي با ارقام  :مثال
  

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس
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  م باشد؟ ارقا ي اينتوان نوشت به طوري که شامل هر سهمي  رقميچهار، چند عدد 3 و 2، 1 با ارقام :مثال

  
  
  
  
  
  
  

  
   . کنيمبررسي ميي را ي متناهدر انتهاي اين بخش، بررسي تعداد توابع با شرايط خاص بين دو مجموعه

  

},,,{در کل، چند تابع از  :مثال 4321=A به },,{ cbaB    وجود دارد؟ =

  
  
  
  
  
  
  

   :تعداد توابع
  : برابر است باB عضوي mي  به مجموعهA عضوي nي تعداد کل توابع از مجموعه

nA mB =||||  
  

  .  مربوط شودBهر عضو دامنه، به يک عضو خاص خود در لازم است در تشکيل دادن تابع، گاهي 
  

},,{يک از بهچند تابع يک :مثال 321=A به },,,,{ edcbaB    وجود دارد؟ =

  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  :توجه کنيد
345ي جواب بدست آمده   . است که در کل هم صحيح است)(35 در مثال قبل، تبديل ××

  

   :يکبهعداد توابع يکت
  : برابر است باB عضوي mي  به مجموعهA عضوي nي يک از مجموعهبهتعداد توابع يک

!)(
!)( nm

mm n −=  
  : البته

nmبايد تعداد    .  وجود نخواهد داشتB به Aيک از بهباشد، زيرا در غير اين صورت، هيچ تابعي يک ≤
  براي نمونه، 
  !)دليلِ دقيق در بخش بعد. (ي چهار عضوي وجود نداردي پنج عضوي به مجموعهيک از مجموعهبههيچ تابع يک

  

  .  استيتر و داراي کاربرد شمارشي خاصمورد بعدي بسيار مهم
  

   :نوع جديدي از توابع
BAfتابع    يافت شود به شـرطي    A در   a، لااقل يک عضو     B از   b گوئيم، هرگاه براي هر عضو مانند        »پوشا« را   :⎯→⎯
baf: که   : به عبارت ديگر.  باشد)(=

  . برابر باشدBکه برد آن با تابع وقتي پوشا است 
  : هانمونه

  
  
  

  
  
  

},,,{ از  پوشاچند تابع :مثال 4321=A به },,{ cbaB    وجود دارد؟ =

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

1  
2  
3  
4 

a 

b 

c  

A B 

  پوشا است

1  
2  
3  
4  

a 

b 

c  

A  B  

 وشا نيستپ
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   :عداد توابع پوشات
  : برابر است باB عضوي mي  به مجموعهA عضوي nي تعداد توابع پوشا از مجموعه

"+−







−−








+−








− nnnn m

m
m

m
m

m
m )()()( 3

3
2

2
1

1
  

  : توجه کنيد
mn: يعني( باشد Bتر يا مساوي تعداد عضوهاي  بزرگAدر اين نکته، بايد تعداد عضوهاي  ، زيرا در غير اين صورت، )≤

  .  وجود نخواهد داشتB به Aپوشا از هيچ تابع 
  : حالات خاص

22: ي دو عضوي برابر است بـا       عضوي به مجموعه   nي  تعداد توابع پوشا از مجموعه      −n .     2زيـرا بـراي=m   طبـق 
  : ، تعداد اين نوع توابع برابر است بافرمول بالا

2222
2
212

1
22 −=−








+−








− nnnn )()(  

3233: ي سه عـضوي برابـر اسـت بـا     عضوي به مجموعهnي تعداد توابع پوشا از مجموعه    +×− nn .  اي زيـرا بـر
3=mطبق فرمول بالا  :  

323333
3
323

2
313

1
33 +×−=−








−−








+−








− nnnnnn )()()(  

  

  .  عضوي را حساب کنيد3 عضوي به يک مجموعه 6تعداد توابع پوشا، از يک مجموعه  :مثال

  
  
  
  
  

   :توجه کنيد
 جعبه جـاي دهـيم، تعـداد    k را در يکسان گوي n، ديديم که اگر بخواهيم تعداد )ي قبل جزوه(ها   گل در مبحث تعداد دسته   

ها برابر حالت







−

−+
1
1

k
knو اگر بخواهيد در هر جعبه، لااقل يک گوي قرار گيرد، جواب  است 








−
−
1
1

k
nت اس.   

  : اکنون توجه کنيد
  !، بايد تکنيک تعداد توابع را بکار ببريدنباشند يکسان هاوقتي گوي

  :دقيقاً
بـه   عـضوي    nي  تعداد توابع از مجموعـه    برابر   جعبه جاي دهيم، جواب      k گوي متمايز را در      nاگر بخواهيم تعداد     

 :  عضوي استkي مجموعه
nk 

 خـپاس
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 جعبه جاي دهيم، به طوري که در هر جعبه لااقل يک گوي جـاي گيـرد،   k گوي متمايز را در nاگر بخواهيم تعداد   
 :  عضوي استkي  عضوي به مجموعهnي جواب تعداد توابع پوشا از مجموعه

"+−







−−








+−








− nnnn k

k
k

k
k

k
k )()()( 3

3
2

2
1

1
 

  

  : دو مورد زير را پاسخ دهيد :مثال
  ؟  برسدسيب يک حداقلطوري که به هر نفر توزيع کرد بهکودک توان بين سه  ميروش را به چند سيب شش) الف
  ؟  يک کتاب برسدحداقلطوري که به هر نفر توان بين سه نفر توزيع کرد به ميروشرا به چند خودکار متفاوت  شش) ب

  )مثال کتاب(

  
  
  
  
  
  
  
  
  

اصل شـمول و عـدم   . هاي صحيح نامنفي در حالت کلي يا با شرايط حداقلي را ديديمي قبل، حل معادلات با جواب     در جزوه 
  : ببينيديک نمونه . معادلات، وقتي شرايط حداکثري باشند، داردشمول، کاربرد مفيدي در حل اين 

  

104321ي هاي صحيح و نامنفي معادلهتعداد جواب :مثال =+++ xxxx 81 با شرايط <x 52 و ≤x را بيابيد.  

  
  
  
  
  
  
  

  

  
  
  

 خـپاس

 خـپاس
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  . کنيمآغاز ميلانه کبوتري ترين شکل از اصل بيان سادهاين بخش را با 

  
  
  
  
  
  
  

  : براي نمونه
آموز يا تعداد    نيمکت دارد بشوند، لااقل يک نيمکت هست که دو دانش          5آموز وارد يک کلاس که فقط        نفر دانش  8اگر  

  . اندبيشتري روي آن نشسته
  

   :نيدتوجه ک
   ، اصل لانه كبوتريسؤالات با استفاده ازدر پاسخ به 

 .  در نظر بگيريدلانهيک انجام يك كار را به عنوان انتخابي يا  ممكنِهر حالت  

 .گيريمعنوان كبوترها در نظر ميدهند را بهمواردي که انتخاب شده يا رخ مي 

  : چنين وضعيتيدر 
  .كنيم را جاي گرفتن يك كبوتر در يك لانه تصور مي»حالت ممكن«  بر يك»رخ دهنده« مواردانطباق يكي از 

  
  : براي موارد زير دليل بياوريد :مثال
  . شوندبخواهيم هر ضلع يک مثلث را آبي يا قرمز کنيم، لااقل دو ضلع همرنگ مي گرا) الف
  . يک وجود نداردبه عضوي، هيچ تابع يک3ي  عضوي به يک مجموعه4ي از يک مجموعه) ب

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 

  ي کبوتراصل لانه
 2بخش

  :اصل لانه کبوتري
  :ي كبوتري چنين استاصل لانهي پايهبيان 

  

)(ها بيـشتر باشـد   طوري كه تعداد كبوترها از تعداد لانه       لانه شوند به   nر وارد    كبوت mاگر  « nm > ،
  ».اي وجود دارد كه در آن لااقل دو كبوتر يا بيشتر جاي گرفته استآنگاه لانه
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  )مثال کتاب(. نهشت باشند هم4ي شوند که به پيمانهثابت کنيد در بين هر پنج عدد طبيعي دلخواه، لااقل دو عدد يافت مي :مثال

  
  
  
  
  
  
  

  
  . نفر شاگرد يک کلاس، لااقل دو نفر ماه تولد يکسان دارند14نشان دهيد از بين  :مثال

  
  
  
  

  
},,,,{ي ه عضوي از مجموع   7ي  هر هر زيرمجموع  نشان دهيد د   :مثال 12321 دارد كـه  كم دو عـضو متمـايز وجـود     دست،…

  . است13ها مجموع آن

  
  
  
  
  
  
  

  : ي کبوتري در مسائل هندسيصل لانهاهايي از کاربرد نمونه
  

  1398 شهريور؛ نهايي کشوري
هـا از  ي آن  نقطه وجود دارند کـه فاصـله       13 نقطه از اين     2حداقل  نشان دهيد   .  قرار دارند  ×86 نقطه درون يک مستطيل      13

  . باشد8هم، کمتر از 

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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ها کمتر  از آن دو نقطه   ي  فاصلهلااقل  هيد  نشان د . اندقرار داده شده  الاضلاع به ضلع يك      نقطه داخل يك مثلث متساوي     ده :مثال

3از 
  .  است1

  
  
  
  
  
  
  

   :فرم کلي
  :ي كبوتري چنين استصورت کلي اصل لانه

  : لانه شوند، آنگاهn كبوتر وارد mاگر «

د دارد كه در آن لااقل تعداد  اي وجوهمواره لانه





n
mيا بيشتر كبوتر جاي گرفته باشد .«  

  : همين مطلببيان ديگر
  .  جاي گرفته است کبوترk+1 لانه جاي گيرند، آنگاه در يک لانه لااقل n کبوتر يا بيشتر در تعداد kn+1د اگر تعدا

  

  اند؟    كم چند نفر در يك روز از سال متولد شده دست،آموز يك مدرسه نفر دانش1000از ميان  :مثال

  
  
  
  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس



  

        

  آموزش تشريحي رياضيات گسسته
 دکتر ظفــرخواه: مدرس                                                                                                                 هايي در شمارشروش :جزوه

 

114 

 آموزش مفهومي

  0935  421  0135                                    @Drzafarkhah 
• 

ل شـمارش ضـرب     هـا توسـط اص ـ    در چنين مواردي معمـولاً تعـداد آن       . ها داراي دو مؤلفه يا حتي بيشتر هستند       گاهي لانه 
  . شودمشخص مي

  

  اند؟كم چند نفر در يك ماه و يك روز از هفته متولد شده دست،آموز يك مدرسه نفر دانش480از ميان  :مثال
  

  
  
  
  
  
  

  1398؛ خرداد نهايي کشوري
هـا روز هفتـه و مـاه         نفـر از آن    7آموز مشغول به تحـصيل باشـند، لااقـل           دانش 505ثابت کنيد اگر در يک دبيرستان حداقل        

  . تولدشان يکسان است

  
  
  
  
  

 پـنج عـدد  ، حـداقل   12 بـر    Sتقـسيم عـضوهاي      نـشان دهيـد در    .  عضو از اعداد طبيعي است     50 داراي   Sي  مجموعه :مثال
  .ي يکسان دارندباقيمانده

  
  
  
  
  
  

  : گاهي تعداد کبوترها مورد نظر است
  

   :حداقل تعداد کبوترها
در اين صورت حداقلِ .  كبوتر يا بيشتر جاي گيردkها خواهيم در يكي از لانه    ده و مي   داده ش  nها برابر   فرض کنيد تعداد لانه   

  : تعداد کبوترهاي لازم برابر است با
11 +×− nk )(  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  : حالت ويژه
  : در چنين مواقعي. يرندشود که لااقل در يک لانه دو کبوتر جاي گتعيين حداقل کبوترها براي اين هدف مطرح ميگاهي 

 : کنيم و سپسهاي متفاوت را به دقت مشخص ميلانه 

 .آيد بدست مي1ها با عدد  از جمع تعداد لانه،حداقل تعداد کبوترها 
  

  :هاي بعدي را ببينيدنمونه
  

  اقل دو نفر ماه تولد يکسان دارند؟ها لاحداقل چند شاگرد از يک کلاس انتخاب شوند تا مطمئن باشيم بين آن :مثال

  
  
  
  
  
  
  

 23ها کمتر از ي دوتاي آن، لااقل چند نقطه انتخاب شود تا مطمئن باشيم لااقل فاصله 9 و 6درون مستطيلي به اضلاع  :مثال
  است؟ 

  
  
  
  
  
  
  

  

 خـپاس

 خـپاس



  

        

  آموزش تشريحي رياضيات گسسته
 دکتر ظفــرخواه: مدرس                                                                                                                 هايي در شمارشروش :جزوه

 

116 

 آموزش مفهومي

  0935  421  0135                                    @Drzafarkhah 
• 

 
  :اتتمرين

  

  )تمرينات منتخب کتاب(
  

901 (90 تا 1بين اعداد طبيعي  در -1 ≤≤ n ( ؟ پذير باشند بخش3 يا 2چند عدد وجود دارد که بر  
  

  پذير نباشند؟  بخش7پذير باشند، ولي بر  بخش4 چند عدد وجود دارد که بر 200 تا 1بين اعداد طبيعي  در -2
  

 نفـر  10اگر بـدانيم  . کنند نفر بسکتبال بازي مي9 نفر واليبال و 11کنند،  نفر فوتبال بازي مي15 نفري، 34يک کلاس  در   -3
- نفر فوتبال و بسکتبال بـازي مـي  3 نفر واليبال و بسکتبال و 6 نفر فوتبال و واليبال، 5عضو هيچ يک از اين سه تيم نبوده و    

  : مشخص کنيد. کنند
  کنند؟ ي ورزشي را بازي ميچند نفر هر سه رشته) الف
  کنند؟ چند نفر فقط فوتبال بازي مي) ب
  کنند؟ کنند، ولي بسکتبال بازي نميچند نفر واليبال بازي مي) پ
  کنند؟ فقط در يک رشته بازي ميچند نفر ) ت

  
  

 5 هستند را باز کنيم و تمام اعـداد          3 و   2 و   7 رقمي و فاقد صفر را که سه رقم آن           پنجاگر بخواهيم يک قفل داراي رمز        -4
 هستند را در اختيار داريم و بستن و امتحان کردن هر يک 3 و يک رقم 2 و يک رقم     7رقم  رقمي را که شامل حداقل يک       

  ريم؟ ثانيه طول بکشد، براي باز کردن اين قفل، حداکثر چقدر زمان نياز دا6از اين اعداد پنج رقمي، 
  
  

   نفر توزيع کرد، اگر بخواهيم به هر نفر حداکثر يک کتاب بدهيم؟8 کتاب مختلف را بين 5توان به چند طريق مي -5
  

  

 طوري که هـر داور حـداقل يـک فـيلم را      فيلم سينمايي را بين سه داور براي داوري تقسيم کرد، به       6توان  به چند طريق مي    -6
  داوري کند؟

  
  

  . اند نفر، حداقل دو نفر هستند که در يک روز متولد شده368ثابت کنيد در بين  -7
  
  

هـا روز    نفـر از آن    20حداقل چند نفر در يک سالن ورزشي در حال تماشاي مسابقه کشتي باشند تـا مطمـئن باشـيم لااقـل                       -8
  تولدشان يکسان است؟ 

  

  . ثابت کنيد در بين هر سه عدد طبيعي، حداقل دو عدد طبيعي وجود دارد که مجموعشان عددي زوج باشد -9
  
  

},,,,,{ي اعداد   مجموعه -10 8513951 اگر از ايـن  . گيريماند، در نظر مي  را که به صورت يک تصاعد عددي مرتب شده         …
 90 عدد وجود دارد که مجموعـشان برابـر       13 عضو انتخاب کنيم، نشان دهيد که حداقل دو عدد در بين اين              13مجموعه  

  . باشد
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ج نقطـه وجـود دارد بـه    نقطه در بين اين پنت کنيد حداقل دو ثاب. گيريمپنج نقطه در صفحه با مختصات صحيح در نظر مي  -11
  . دنباشي وسط اين دو نقطه نيز صحيح طوري که مختصات نقطه

  

هـا  شود به طوري که تفاضل آن      عدد طبيعي دلخواه يا بيشتر، همواره حداقل دو عدد يافت مي           n+1در بين هر    : ثابت کنيد  -12
  .)نهشت هستند همnي ه پيمانهب: يعني. (پذير است بخشnبر 
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