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١ فصل

احتمال و آمار

احتمال و آمار اول- فصل کلی اهداف

و جمع اصل مفاهیم با ١-آشنایی
حل در آنها کارگیری به و ضرب اصل

مسائل.
کارگیری به و جایگشت مفهوم با ٢-آشنایی

. مسائل حل در آنها
آنها کارگیری به و ترکیب تبدیل، مفهوم با ٣-آشنایی

مسائل. حل در
مختلف های حالت در تصادفی پیشامدهای کردن ۴-مشخص

شمارش. ابزارهای با آنها اعضای تعداد یافتن و
و پیشامدها روی اعمال پیشامدها، جبر با شدن ۵-آشنا

احتمال. به مربوط مسائل در آنها از استفاده
عنوان به آماری مسائل حل چرخه با ۶-آشنایی

کردن. فکر آماری برای الگویی
آماری نتایج آوردن بدست روش ٧-درک

با کننده تعیین پرسشهای پرسیدن و
مسئله. زمینه و بستر به توجه

٣



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

اول-شمارش درس
جمع: اصل

هم با نتوانیم را عمل دو این طوری که به داد، انجام طریق n به بتوان را دیگری عمل و طریق m به بتوان را عملی اگر

داد. انجام را دوم عمل «یا» اول عمل می توان طریق m+ n به صورت این در دهیم، انجام

از می توان طریق چند به کرد. استفاده قطار نوع دو یا اتوبوس نوع سه از می توان شیراز به تهران از رفتن برای

کرد؟ مسافرت شیراز به تهران

١ مثال

می توان طریق ۵ یعنی ٣ + ٢ به پس کرد، انتخاب را قطار نوع دو از یکی یا اتوبوس نوع سه از یکی می توان پاسخ:

داد. انجام را مسافرت این

انجام هم با را عمل دو نمی توان یعنی نیست، قطار با مسافرت امکان دیگر برویم، مسافرت به اتوبوس با اگر کنید دقت

داد.

به داد، انجام متفاوت روش چند به را کاری بتوان اگر یعنی است؛ تعمیم قابل عمل دو از بیش به جمع اصل

و باشد داشته وجود انتخاب nk kام روش در و ،. . . انتخاب، n٢ دوم روش در انتخاب، n١ اول روش در طوری که

(n١+n٢+ . . .+nk) به نظر مورد کار صورت این در نشوند، انجام هم با هم زمان . . . و دوم و اول روش های در

می شود. انجام روش

١ نکته

برای را کارشناس یک یا مهندس یک یا دکتر یک می توان طریق چند به کارشناس ۵ و دکتر ٣ مهندس، ۴ بین از

کرد؟ انتخاب افتتاحیه مراسم در سخنرانی

۴٠ (۴ ۶٠ (٣ ١٢ (٢ ١٠ (١

تست:

استفاده با پس است. شده استفاده کارشناس یک یا مهندس یک یا دکتر یک عبارت از سوال متن در ،٢ گزینه پاسخ:

۴



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

نوشت: می توان جمع اصل از

حالات تعداد = ۴ + ٣ + ۵ = ١٢

ضرب: اصل

m این از کدام هر دوم مرحله در و طریق m به اول مرحله در طوری که به پذیرد، انجام دوم و اول مرحله دو طی عملی اگر

می پذیرد. انجام طریق m× n به عمل آن کل صورت این در باشد، انجام پذیر روش n به طریق

خودروی یا اتوبوس یا هواپیما یا قطار از می توان شیراز یا مشهد شهرهای از یکی به تهران از مسافرت برای

داد؟ انجام را مسافرت این می توان طریق چند به کرد. استفاده شخصی

٢ مثال

از یکی انتخاب هر برای و می شود گرفته نظر در مقصد عنوان به شیراز یا مشهد شهر دو از یکی اول مرحله در پاسخ:

داریم: ضرب اصل طبق پس کرد. انتخاب می توان را شخصی خودروی یا اتوبوس یا قطار یا هواپیما وسیله چهار

حالت ها = تعداد ٢
↓

مقصد انتخاب

× ۴
↓

وسیله انتخاب

= ٨

شده تشکیل هم از مستقل بخش چند از عملی کنید فرض است. تعمیم قابل عمل، دو از بیش به ضرب اصل

این باشد، انجام قابل روش nk به ام k بخش و . . . روش، n٢ به دوم بخش و روش n١ به اول بخش اگر باشد.

است. انجام قابل روش n١ × n٢ × . . .× nk به عمل

٢ نکته

نوشت؟ می توان تکرار بدون زوج رقمی سه عدد چند ٢, ٣, ۴, ۵, ۶ ارقام با

۴٠ (۴ ٣۶ (٣ ٣٢ (٢ ٣٠ (١

تست:

.٣ گزینه پاسخ:

می گیریم: نظر در جایگاه سه ابتدا (١

۵



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

× ×
صدگان

جایگاه
اول

جایگاه
دوم

جایگاه
سوم

دهگان یکان

٢, ۴, ۶ ارقام تنها عدد، این یکان جایگاه در پس بگیرند، قرار باید زوج اعداد آن یکان در عدد، این بودن زوج برای (٢

یکی پس است، تکرار بدون ارقام چون اما گیرد قرار می تواند ٢, ٣, ۴, ۵, ۶ اعداد عدد این دهگان در بگیرد. قرار می تواند

بگیرد. قرار می تواند رقم چهار دوم، جایگاه در بنابراین شوند. حذف باید اعداد این از

بگیرد. قرار اول جایگاه در می تواند عدد سه پس شود، کم باید اعداد از یکی باقی مانده عدد چهار از اول جایگاه در (٣

× ×

٣
حالت

۴
حالت

{٢, ۴, ۶}

→ ٣× ۴× ٣ = ٣۶

(!) فاکتوریل نماد

آن عبارتی به ×a؛ a = a٢ می نویسیم و می کنیم استفاده توان نماد از خودش، در a مثل عدد یک ضرب در که همانطور

از کوچکتر طبیعی اعداد تمام در ،٢ مساوی بزرگتر طبیعی عدد یک ضرب برای نوشته ایم. دو توان از صورتی به را عدد

می کنیم: استفاده (!) فاکتوریل نماد از خودش

٢! = ٢× ١

٣! = ٣× ٢× ١

۴! = ۴× ٣× ٢× ١

...

n! = n× (n− ١)× (n− ٢)× . . .× ٢× ١

می کنیم. تعریف ٠! = ١ و ١! = ١ صورت به را فاکتوریل یک و صفر قرارداد

نوشت؟ می توان ارقام، تکرار بدون رقمی ۴ عدد چند ۵ و ٧ ،٣ ،۴ ارقام با

۵! (۴ ۶! (٣ ۴! (٢ ٢! (١

تست:

۶



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

.٢ گزینه پاسخ:

× × ×

هزارگان صدگان دهگان یکان

= ۴! = ٢۴۴ ٣ ٢ ١

بنویسید. شکل ساده ترین به را حاصل

١) ۵!× ٢!, ٢)
٣!× ۵!
٠!× ٨!

٣ مثال

پاسخ:

١) ۵!× ٢! = (۵× ۴× ٣× ٢× ١)× (٢× ١) = ٢۴٠

٢)
٣!× ۵!
٠!× ٨!

=
٣× ٢× ١× ۵!

٠!× ٨!
=

٣× ٢× ١× ۵!
١× ٨× ٧× ۶× ۵!

=
١
۵۶

جایگشت

بنویسید. را c و b ،a سه   تایی آرایش های تمام است. مفروض c و b ،a متمایز شیء سه

۴ مثال

cba (۶ cab (۵ bca (۴ bac (٣ acb (٢ abc (١ پاسخ:

داشت. متفاوت آرایش شش می توان abc در اشیاء کردن جابه جا با

می نامیم. شیء n از تایی n جایگشت یک را متمایز شیء n گرفتن قرار هم کنار از حالت هر کلی حالت در ١. ١ تعریف

می  آید. دست به n! فرمول از ضرب، اصل طبق شیء n این جایگشت های تعداد باشیم، داشته متفاوت شیء n اگر تذکر

آورید. دست به را d و c ،b ،a جایگشت های تعداد

۵ مثال

است. ۴! = ٢۴ با برابر جایگشت ها تعداد داریم، متمایز شیء ۴ چون پاسخ:

٧



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

سه عدد یک در مثلا نمی گیرد. قرار مکان پرارزش ترین در صفر باشد، داشته وجود صفر رقم ارقام، بین در اگر

رقمی سه عدد یک ٠١۵٧ مثلا نمی گیرد. قرار هزارگان در صفر چهاررقمی، عدد یک در یا صدگان در صفر رقمی،

رقمی. چهار نه است،

٣ نکته

نوشت؟ می توان تکرار بدون رقمی ۵ عدد چند ٠, ١, ٢, ٣, ۴, ۵ ارقام با

٢۴٠ (۴ ۵× ۵! (٣ ۶! (٢ ۵! (١

تست:

ارقام بین از را رقم ۵ می توان ده هزارگان، قسمت در می گیریم. نظر در را جایگاه ۵ عدد این برای .٣ گزینه پاسخ:

استفاده نگرفته اند، قرار اول قسمت در که رقمی چهار و صفر رقم بین از بعدی، قسمت چهار در کرد. انتخاب ١, ٢, ٣, ۴, ۵

می شود. کم ارقام تعداد از یکی یکی بعدی، قسمت های در و گیرد قرار می تواند رقم ۵ هزارگان، قسمت در پس می شود.

پس:

× × × ×

ده
هزارگان هزارگان صدگان دهگان یکان

= ۵× (۵× ۴× ٣× ٢) = ۵× ۵!۵ ۵ ۴ ٣ ٢

باشند؟ ۵ مضرب که نوشت می توان تکرار بدون رقمی سه عدد چند ٢, ٠, ۴, ۵, ٨ ارقام با

۴١ (۴ ٣٠ (٣ ٢١ (٢ ٢٠ (١

تست:

باشد. ۵ یا ٠ آنها یکان رقم که هستند ۵ مضرب اعدادی کنید دقت .٢ گزینه پاسخ:

می آوریم. دست به را است صفر آنها یکان که رقمی سه اعدادی جایگشت ابتدا .١

می آوریم. دست به را است ۵ آنها یکان که رقمی هایی سه تعداد سپس .٢

می کنیم. جمع هم با را حاصل .٣

است: زیر صورت به است، صفر آنها یکان که ارقام تکرار بدون ،۵ مضرب رقمی های سه

٨



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

× ×
صدگان دهگان یکان

= ١٢٣ ۴ ١

ارقام بین از صدگان و دهگان قسمت برای داریم. انتخاب یک پس گیرد، قرار می تواند صفر عدد فقط یکان، قسمت در

داریم. انتخاب ٣ و ۴ ترتیب به ٢, ۴, ۵, ٨

می آوریم: دست به را می باشد، ۵ آنها یکان که ۵ مضرب تکرار بدون رقمی های سه جایگشت حال

داریم: حالت ١ پس کنیم، انتخاب می توانیم را ۵ عدد فقط یکان برای حالت این در

× ×
صدگان دهگان یکان

= ٩٣ ٣ ١

پس دهگان در داریم. انتخاب سه یا (٨, ۴, ٢) غیرصفر باقی مانده ارقام بین از ،۵ عدد حذف از پس صدگان، قسمت در

می ماند. باقی انتخاب ٣ فقط اولیه، رقم ۵ از صدگان رقم یک و ۵ عدد حذف از

می آوریم: دست به را شده گفته حالت دو مجموع حال

٩ + ١٢ = ٢١

متمایز شیء n میان از شیء r جایگشت

نماد از باشد، مهم شیء r انتخاب ترتیب و جابه جایی و است n ≥ r که شیئی n میان از شیء r انتخاب های تعداد برای

می کنیم: استفاده P (n, r)

P (n, r) =
n!

(n− r)!

نوشت؟ می توان تکرار بدون رقمی سه عدد چند ٢, ٧, ۵, ۴, ٣ ارقام با

۶ مثال

جدیدی عدد انتخاب از پس آنها جابه جایی البته که کنیم انتخاب شده داده رقم ۵ بین از را رقم سه باید اول: روش پاسخ:

بنابراین: دارد. اهمیت آنها ترتیب و می سازد

P ( ۵
↓

رقم ۵ از

, ٣
↓

رقم ٣ انتخاب

) =
۵!

(۵− ٣)!
=

۵١
٢!

=
۵× ۴× ٣× ٢!

٢!
= ۶٠

٩



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

کرد: حل ضرب اصل با می توان را شیء n میان شیءاز r تبدیل یا جایگشت به مربوط مسائل دوم: روش

× × = ۶٠۵ ۴ ٣

هم کنار جایگشت های

را اشیاء این باشند، هم کنار nim حرف سه که می خواهیم را tasnim کلمه حروف از جایگشت هایی کنید فرض

خود دارند. جایگشت ۴! به که داریم t و a ،s ،nim شیء ۴ پس می کنیم. فرض شیء یک و بسته یک صورت به

دارد. وجود شرایط این با جایگشت ٣!× ۴! پس دارند. جایگشت ٣! به نیز بسته داخل اشیاء

٧ مثال

شیء n از شیء r ترکیب

و نکرده تولید جدید حالت انتخاب، از پس شده انتخاب اشیای جابه جایی که شیء n بین از شیء r انتخاب های تعداد

می کنیم. استفاده
(
n
r

)
=

n!

(n− r)!× r!
رابطه از و داده نشان Cn

r =
(
n
r

)
با را باشد نداشته اهمیت انتخاب ترتیب

دارد؟ عضوی ۴ زیرمجموعه چند A مجموعه باشد، A = {a, b, c, d, e, f} اگر

٨ مثال

ترتیب کرد. انتخاب عضو ۶ این از عضو ۴ باید عضوی ۴ زیرمجموعه هر در است. عضوی شش A مجموعه پاسخ:

بنابراین: ندارد. اهمیت انتخاب، )این
۶
۴

)
=

۶!
۴!× (۶− ۴)!

=
۶!

۴!× ٢!
=

۶× ۵× ۴!
۴!× ٢

= ١۵

می  آید. دست به
(
n
r

)
رابطه از آن عضوی r زیرمجموعه های تعداد باشد، عضوی n مجموعه یک A اگر

۴ نکته

کرد؟ خارج ظرف این از مهره سه می توان طریق چند به دارد. وجود ظرفی در آبی مهره ۴ و قرمز مهره ۶

٨۴٠ (۴ ١٠٠ (٣ ١٢٠ (٢ ٢٠ (١

تست:

١٠



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

می کنیم خارج ظرف از را مهره ٣ داریم. مهره ١٠ کل در پس داریم. ظرف در آبی مهره ۴ و قرمز مهره ۶ .٢ گزینه پاسخ:

بنابراین: ندارد. اهمیت انتخاب این در نیز ترتیب و

(١٠
٣

)
=

١٠!
٣!× ٧!

=
١٠× ٩× ٨× ٧!
٣× ٢× ١× ٧!

= ١٢٠

شیراز به مسافرت برای را نفر ٣ می توان طریق چند به یازدهم پایه دانش آموز ۵ و دهم پایه دانش آموز ١٠ از

که: صورتی در کرد انتخاب

باشند. یازدهم پایه از نفر ٣ هر الف)

باشند. هم پایه انتخابی، نفر ٣ هر ب)

٩ مثال

است. C(۵, ٣) حاصل پس نیست. مهم ترتیب و می کنیم انتخاب را نفر ٣ یازدهم، دانش آموز ۵ بین از الف) پاسخ:

C(۵, ٣) =
(۵

٣

)
=

۵!
٢!× ٣!

=
۵× ۴× ٣!
٢× ١× ٣!

= ١٠

باشند. یازدهم پایه از نفر سه هر (٢ یا باشند دهم پایه از نفر سه هر (١ داریم: حالت دو ب)

می  آید: دست به حالت دو این جمع از حاصل

(١٠
٣

)
=

١٠!
٣!× ٧!

=
١٠× ٩× ٨× ٧!
٣× ٢× ١× ٧!

= ١٢٠

(۵
٣

)
= ١٠

−→ ١٢٠ + ١٠ = ١٣٠

١١
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١٠ صفحه تمرین های حل
یک دوازدهم کلاس دانش آموز ١٢ و یازدهم کلاس دانش آموز ١١ و دهم کلاس دانش آموز ١٠ بین از می خواهیم .١

کنیم؟ انتخاب را دانش آموز این می توانیم طریق چند به کنیم. انتخاب دانش آموز

پاسخ:

١٠ + ١١ + ١٢ = ٣٣ دانش آموزان کل )تعداد
٣٣
١

)
=

٣٣!
٣٢!× ١!

=
٣٣× ٣٢!
٣٢!× ١

= ٣٣

چند به کنید مشخص دوطرفه اند. همه که دارد وجود راه هایی زیر، شکل مطابق E و D ،C ،B ،A شهر پنج بین .٢

می توان: طریق

کرد؟ مسافرت C شهر به A شهر از الف)

داد؟ انجام برگشت و رفت مسافرت B شهر طریق از و C شهر به A شهر از ب)

کرد؟ مسافرت A شهر به E شهر از عبور بدون D شهر از پ)

B

A
D

E

C

دارد: وجود حالت سه ،C شهر به A شهر از مسافرت برای الف)

.A→ E → C (٣ ،A→ D → C (٢ ،A→ B → C (١

می آید: دست به حالت ٣ این جمع از حاصل

A→ B → C : ٣× ۴ = ١٢

A→ D → C : ٣× ٢ = ۶

A→ E → C : ٢× ١ = ٢

−→ حالات کل = ١٢ + ۶ + ٢ = ٢٠

پس: .C به B از رفتن سپس و B به A از رفتن دهیم، انجام را کار دو باید ب)

رفت راه های تعداد = ٣× ۴ = ١٢

١٢
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.١٢× ١٢ = ١۴۴ بنابراین دهیم، انجام برگشت و رفت است قرار چون

کرد. طی را D → C → B → A مسیر یا کرد مسافرت A به D از طریق ٣ به می توان پ)

D → C → B → A : حالات تعداد = ٢× ۴× ٣ = ٢۴ (١. ١)

.٢۴ + ٣ = ٢٧ حالات: کل تعداد

حروف: تکرار بدون و «ولایت» کلمه حروف با .٣

نوشت؟ می توان حرفی ۵ کلمه چند الف)

شوند؟ ختم «ی» به که نوشت می توان حرفی ٣ کلمه چند ب)

شوند؟ ختم «ل» به و شروع «و» با که نوشت می توان حرفی ۵ کلمه چند ج)

پس هستیم. روبرو متمایز حرف ۵ جایگشت مسأله با الف) پاسخ:

جایگشت ها تعداد : ۵! = ١٢٠

۴ ترتیب به بعدی جایگاه های در بنابراین است، «ی» حرف فقط آخر جایگاه که می گیریم نظر در را جایگاه ٣ ب)

داریم: حرف ٣ و

× × = ١٢١ ۴ ٣

جایگاه های در بنابراین است. «ل» و «و» شامل فقط آخر، و اول جایگاه که می گیریم نظر در را جایگاه ۵ پ)

داریم: حرف ١ و ٢ ،٣ ترتیب به بعدی

× × × × = ۶١ ٣ ٢ ١ ١

داشته بازی هم با تیم ها همه اگر می شود. انجام وبرگشت رفت صورت به فوتبال تیم ١٠ بین فوتبال بازی دوره یک .۴

است؟ شده انجام بازی چند دوره پایان در باشند،

وبرگشت رفت صورت به بازی ها چون و کنیم انتخاب را تیم ٢ تیم، ١٠ بین از باید بازی، هر انجام برای پاسخ:

پس: است. اهمیت دارای ترتیب پس می شود، انجام

P (١٠, ٢) =
١٠!
٨!

=
١٠× ٩× ٨!

٨!
= ٩٠ بازی

١٣
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می کند. تولید داشبورد جلو مختلف نوع ٣ و موتور حجم ٢ با رنگ، ٧ در خودروهایی خودروسازی کارخانه یک .۵

دارد؟ انتخاب چند کارخانه این از خودرو یک خرید برای خریدار یک

٧× ٢× ٣ = ۴٢ ضرب: اصل طبق پاسخ:

است. مفروض A = {١, ٢, ۴, ۶, ٨, ٩} مجموعه .۶

ساخت؟ می توان ارقام) تکرار (بدون زوج رقمی ۵ عدد چند ، مجموعه این در موجود ارقام با الف)

نوشت؟ می توان ٨٠٫٠٠٠ از بزرگتر و رقمی ۵ عدد چند ب)

دارد؟ عضوی سه زیرمجموعه چند A مجموعه پ)

دارد؟ ٨ رقم شامل و عضوی سه زیرمجموعه چند A مجموعه ت)

(الف ۵× ۴× ٣× ٢× ۴ = ۴٨٠ پاسخ:

کنار با رقم، ۶ بین از پس دارد. حالت ۴ و می شود انتخاب ٢, ۴, ۶, ٨ ارقام بین از پس باشد، زوج باید یکان رقم

می گیرند. قرار بعدی جایگاه های در ٢ و ٣ ،۴ ،۵ ترتیب به که می ماند باقی رقم ۵ یکان، رقم گذاشتن

(ب ٢× ۶× ۶× ۶× ۶ = ٢۵٩٢

حالت ٢ بنابراین باشد. ٩ یا ٨ می تواند فقط چپ، سمت از رقم اولین پس باشد، بزرگتر ٨٠٫٠٠٠ از باید عدد چون

می دهیم. قرار بعدی جایگاه های در ترتیب به باقی مانده رقم ۵ از رقم، این انتخاب با دارد. وجود

(پ
(۶

٣

)
=

۶!
٣!× ٣!

=
۶× ۵× ۴× ٣!
٣× ٢× ١× ٣!

= ٢٠

(ت
(۵

٢

)
=

۵!
٢!× ٣!

=
۵× ۴× ٣!
٢× ١× ٣!

= ١٠

مجموعه دیگر رقم پنج از زیرمجموعه مانده باقی عضو دو پس می باشد، ٨ رقم شامل عضوی سه زیرمجموعه چون

می شوند. انتخاب A

کنید: مشخص دارد. وجود نقطه ١٢ دایره یک محیط روی .٧

داد؟ تشکیل می توان مثلث تعداد چه نقطه، دوازده این با الف)

داد؟ تشکیل می توان وتر تعداد چه ب)

(الف
(١٢

٣

)
=

١٢!
٩!× ٣!

=
١٢× ١١× ١٠× ٩!

٩!× ٣× ٢× ١
= ٢٢٠ پاسخ:

١۴
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ندارد. اهمیت نقطه ها، انتخاب ترتیب که می کنیم وصل هم به را نقطه ٣ مثلث، تشکیل برای

(ب
(١٢

٢

)
=

١٢!
١٠!× ٢!

=
١٢× ١١× ١٠!
١٠!× ٢× ١

= ۶۶

است. اهمیت فاقد ترتیب و می کنیم وصل هم به را نقطه ١٢ بین از نقطه ٢ وتر، تشکیل برای

نفره ۶ تیم یک و کنیم انتخاب را افرادی دوازدهم، پایه دانش آموز ۶ و یازدهم پایه دانش آموز ۵ بین از می خواهیم .٨

بخواهیم: هرگاه دهیم، تشکیل را تیم این می توانیم طریق چند به کنید مشخص دهیم. تشکیل والیبال

باشند. داشته حضور تیم در دوازدهم و یازدهم پایه دانش آموز مساوی تعداد به الف)

باشد. دوازدهم پایه از مشخصی فرد تیم، کاپیتان ب)

باشند. دوازدهم پایه دانش آموز تیم، اعضای از نفر ۴ حداقل پ)

باشند. یازدهم پایه از تیم اعضای از نفر ٢ فقط ت)

پس: باشند، دوازدهم پایه نفر ٣ و یازدهم پایه نفر ٣ الف) پاسخ:

باشند. یازدهم پایه نفر ۵ بین از نفر ٣ :

(
۵
٣

)
=

۵!
٣!× ٢!

=
۵× ۴× ٣!

٣!× ٢
= ١٠

باشند. دوازدهم پایه نفر ۶ بین از نفر ٣ :

(
۶
٣

)
=

۶!
٣!× ٣!

=
۶× ۵× ۴× ٣!
٣××!٣× ٢

= ٢٠

→ حالات کل : ٢٠× ١٠ = ٢٠٠

نفر ۵ دوازدهم، پایه دانش آموزان از پس است. شده انتخاب تیم کاپیتان عنوان به دوازدهم پایه  از نفر یک ب)

می مانند. باقی

۵ + ۵ = ١٠→
(١٠

۵

)
=

١٠!
۵!× ۵!

= ٢۵٢

حالت های پس باشد، یازدهم پایه از تیم اعضای از نفر ۴ لااقل یعنی است، شده قید مسأله در حداقل کلمه چون پ)

دارد: وجود زیر

.
(۶

۴

)(۵
٢

)
= ١۵← دوازدهم پایه دانش آموز ٢ و یازدهم پایه دانش آموز ۴ (١

.
(۶

۵

)(۵
١

)
= ٣٠← دوازدهم پایه دانش آموز ١ و یازدهم پایه دانش آموز ۵ (٢

.
(۶

۶

)
= ١← باشند) یازدهم پایه دانش آموزان شده، انتخاب افراد (همه یازدهم پایه دانش آموز ۶ (٣

می آیند: دست به ٣ و ٢ ،١ حالت های کردن جمع از حالات کل

١۵
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حالات کل = ١۵ + ٣٠ + ١ = ۴۶

باشد. دهم پایه از نفره ۶ والیبال تیم از باقی مانده نفر ۴ یعنی باشد، یازدهم پایه  از تیم اعضای از نفر ٢ فقط ت)

حالات: کل پس

(۵
٢

)(۶
۴

)
= ١٠× ١۵ = ١۵٠

باشد. (٢× ٣ + ٣× ۴ + ٣٢) صورت به آن پاسخ که کنید طرح مسأله  .٩

طرفه یک جاده ها همه و باشد E و D ،C ،B ،A شهرهای بین جاده  های دهنده نشان زیر شکل اگر پاسخ:

رفت؟ E شهر به A شهر از می توان طریق چند به شوند، فرض

B

A

C

D

E

به بتوان زیر شکل به توجه با که کنید تعریف طوری را A به E شهر از و C به B شهر از جاده ها یا راه ها تعداد .١٠

کرد. سفر D شهر به A شهر از طریق ٢٠

B

A
C

E
D

٢× ۴× ٢ + ۴× ١ = ٢٠ باشد: راه یک A به E از و راه چهار C به B از اول: حالت پاسخ:

.٢× ٣× ٢ + ۴× ٢ = ٢٠ باشد: راه دو A به E از و راه سه C به B از دوم: حالت

.٢× ٢× ٢ + ۴× ٣ = ٢٠ باشد: راه سه A به E از و راه دو C به B از سوم: حالت

.٢× ١× ٢ + ۴× ۴ = ٢٠ باشد: راه چهار A به E از و راه یک C به B از چهارم: حالت

١۶
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احتمال دوم- درس

نیست، مشخص قطع طور به آزمایش انجام از قبل آنها، نتیجه که را آزمایش هایی یا پدیده ها تصادفی: پدیده های
می گویند. تصادفی پدیده

داد، خواهد رخ قطعا حالت کدام اینکه از اما داریم. اطلاع ممکن حالت های همه وقوع از تصادفی پدیده های در کنید دقت

نیستیم. مطمئن

تصادفی اند. پدیده های از نمونه هایی خانواده، یک فرزندان جنسیت یا و تاس و سکه پرتاب مانند پدیده هایی

می گوییم. برآمد یک تصادفی، آزمایش یک برای ممکن نتایج از یک هر به برآمد:

ولی است، ۶ و ۵ ،۴ ،٣ ،٢ ،١ اعداد از یکی همیشه می گیرد، قرار تاس روی که عددی تاس، یک پرتاب در نمونه برای

است. داده رخ عدد کدام که گفت نمی توان

قطعی پدیده های یا آزمایش

قطعی پدیده های یا آزمایش باشد، مشخص قطع طور به آزمایش انجام از قبل آنها، نتیجه که آزمایش هایی به
می گویند.

حل آب، داخل سنگ که می دانیم آزمایش انجام از قبل بیاندازیم، را سنگی آب، لیوان یک داخل اگر نمونه، برای

نمی شود.

؟ نیست تصادفی زیر پدیده کدام

باشد. شکل یک آن طرف دو هر که سکه ای پرتاب (٢ خانواده یک دوم فرزند جنسیت (١

پاییز فصل روز هر در هوا دمای (۴ برسیم مدرسه به خانه از می کشد طول که زمانی مدت (٣

تست:

می کنیم. بررسی را گزینه ها :٢ گزینه پاسخ:

است، شکل یک آن طرف دو هر که سکه پرتاب نتیجه است. تصادفی پدیده یک پس نیست، مشخص دوم فرزند جنسیت

تصادفی پدیده پس نیست، مشخص می رسیم، مدرسه به خانه از که زمانی مدت است. قطعی پدیده بنابراین است، مشخص

است. تصادفی پدیده بنابراین نیست، مشخص پاییز، فصل روز هر در هوا دمای است.

١٧
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نمونه فضای

گفته نمونه فضای آن به که می دهد تشکیل را مجموعه ای تصادفی آزمایش یک در ممکن برآمدهای همه مجموعه
می دهند. نشان S حرف با را آن و می شود

.S = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶} است: مقابل صورت به نمونه فضای تاس، یک پرتاب در

١٠ مثال

بنویسید. را آن نمونه فضای می کنیم، پرتاب هم با را سکه دو

S = ,(پ,ر)} ,ر) ,(ر ,پ) ,(ر .{(پ,پ)

بیاید. رو به دوم سکه و پشت اول سکه که است معنا این به ,پ) (ر مثال، عنوان به

١١ مثال

نشان n(S) با را نمونه فضای اعضای تعداد .n(S) = ۴ بنابراین دارد. عضو ۴ سکه، دو پرتاب نمونه فضای تذکر

می دهیم.

.n(S) = ٢× ٢ = ۴ گرفت. کمک نیز ضرب اصل از می توان n(S) یافتن برای

دارند. رو و پشت حالت دو کدام هر دوم، و اول سکه

دارد؟ عضو چند تصادفی، آزمایش این نمونه فضای می کنیم. پرتاب هم با را تاس یک و سکه یک

١٢ (۴ ۶ (٣ ٨ (٢ ٢ (١

تست:

.۴ گزینه پاسخ:

حالت شش تاس و رو و پشت حالت دو سکه .n(S) = ٢ × ۶ = ١٢ داریم: ضرب اصل از استفاده با اول: روش

دارد. {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶}

می نویسیم: را آن نمونه فضای دوم: روش

١٨
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S = ,ر)} ١), ,ر) ٢), ,ر) ٣), ,ر) ۴), ,ر) ۵), ,ر) ۶), ,پ) ١), ,پ) ٢), ,پ) ٣), ,پ) ۴), ,پ) ۵), ,پ) ۶)}.

بنویسید. را آن زیرمجموعه های تمام و S نمونه فضای می کنیم. پرتاب را سکه ای

١٢ مثال

S = ,پ} {ر داریم: شود)، ظاهر پشت یا رو (سکه دهد رخ حالت دو است ممکن سکه، یک پرتاب در پاسخ:

داریم. زیرمجموعه ٢n تعداد به باشد، عضوی n مجموعه یک ،A پیشامد اگر (١

زیرمجموعه ها در حتما A مجموعه خود و (تهی) ∅ زیرمجموعه دو باشد، عضوی یک حداقل A پیشامد اگر (٢

می باشد.

۵ نکته

می باشد. ٢n = ٢٢ = ۴ آن زیرمجموعه های تعداد و است عضوی دو مجموعه یک S

.D = { } و C = {پ,ر} ،B = {پ} ،A = {ر} است: مقابل صورت به زیرمجموعه ۴

تصادفی پیشامد

،A حروف با معمولا را ها آن که می شود گفته تصادفی پیشامد یک ،S نمونه فضای زیرمجموعه های از یک هر به
.S ⊆ S و ∅ ⊆ S زیرا هستند، تصادفی پیشامد نوعی نیز S خود و ∅ می دهیم. نشان . . . و C ،B

می نامیم. حتمی پیشامد را S و (نشدنی) غیرممکن پیشامد را ∅

کنید. مشخص را زیر پیشامدهای از یک هر می کنیم. پرتاب هم با را تاس دو

باشد. یکسان تاس دو هر الف)

باشد. ٨ برابر تاس دو مجموع ب)

باشد. ١٠ حداقل تاس، دو مجموع پ)

١٣ مثال

می باشد. n(S) = ۶× ۶ = ٣۶ صورت به حاصل ضرب از استفاده با آن نمونه فضای پاسخ:

باشند: برابر شده ظاهر اعداد یعنی باشد، یکسان تاس دو هر الف)

١٩



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

A = {(١, ١), (٢, ٢), (٣, ٣), (۴, ۴), (۵, ۵), (۶, ۶)}

ب)

B = {(٢, ۶), (٣, ۵), (۴, ۴), (۵, ٣), (۶, ٢)}

.١٢ و ١١ مثلا باشد، می تواند ١٠ از بیشتر یا ١٠ تاس دو مجموع یعنی باشد ١٠ حداقل تاس دو مجموع اگر پ)

C = {(۴, ۶), (۵, ۵), (۵, ۶), (۶, ۴), (۶, ۵), (۶, ۶)}

دارد؟ عضو چند بیاید، «رو» سکه یک حداکثر که پیشامدی هم، با سکه سه پرتاب در

۵ (۴ ۴ (٣ ٣ (٢ ٢ (١

تست:

«رو» حداکثر پیشامد که است n(S) = ٢× ٢× ٢ = ٨ صورت به نمونه فضای سکه، سه پرتاب در ،٣ گزینه پاسخ:

دارد. عضو ۴ که است A = ,پ,پ)} ,(ر ,(پ,پ,ر) ,پ,پ) ,(ر {(پ,پ,پ) صورت به سکه یک آمدن

پیشامدها: روی اعمال

زیر صورت به B و A پیشامدهای روی عملیات صورت این در باشند، S نمونه فضای در دلخواه پیشامد دو B و A اگر

می شود: تعریف

دهند. رخ دو هر B و A پیشامدهای که می دهد رخ وقتی A ∩B پیشامد الف)

U

A B

A ∩B

A ∩B = {x ∈ S | x ∈ A ∧ x ∈ B}

بیان به دهند) رخ می توانند نیز هم با دو (هر دهند رخ B یا A پیشامدهای که می دهد رخ وقتی A ∪ B پیشامد ب)

دهد. رخ B یا A از یکی حداقل دیگر،

٢٠
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U

A B

A ∪B

U

A B

A−B

A ∪B = {x ∈ S | x ∈ A ∨ x ∈ B}

ندهد. رخ B پیشامد ولی دهد رخ A پیشامد که می دهد رخ وقتی A−B پیشامد پ)

A−B = {x ∈ S | x ∈ A ∧ x ̸∈ B}

بنویسید. را زیر پیشامدهای اعضای حالت هر در می  کنیم. پرتاب را تاسی

باشد. اول و زوج که پیشامدی الف)

باشد. اول یا زوج که پیشامدی ب)

نباشد. اول ولی باشد، زوج که پیشامدی پ)

١۴ مثال

است. S = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶} صورت به نمونه فضای تاس، پرتاب در پاسخ:

عدد تنها باشند، (٢, ۴, ۶) زوج عدد هم و (٢, ٣, ۵) اول عدد هم که عضوهایی یعنی باشد، اول و زوج که پیشامدی الف)

است: زوج هم و اول هم ٢

A = {٢, ۴, ۶}

B = {٢, ٣, ۵}

→ A ∩B = {٢}

٢١



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

باشد: اول یا زوج که پیشامدی ب)

A = {٢, ۴, ۶}

B = {٢, ٣, ۵}

→ A ∪B = {٢, ٣, ۴, ۵, ۶}

نباشد: اول ولی باشد، زوج که پیشامدی پ)

A−B = {٢, ۴, ۶} − {٢, ٣, ۵} = {۴, ۶}

ناسازگار پیشامدهای

را B و A پیشامدهای صورت این در .A ∩ B = ∅ طوری که به باشند، S نمونه فضای از پیشامد دو B و A هرگاه

می گوییم. ناسازگار

پیشامد یک احتمال

به را A پیشامد وقوع احتمال صورت این در باشد. تصادفی پیشامد یک برای نمونه فضای یک S ̸= ∅ کنید فرض

می آوریم: دست به زیر رابطه از استفاده با را آن حاصل و می دهیم نشان P (A) صورت

A پیشامد وقوع احتمال : P (A) =
n(A)

n(S)
=

A پیشامد عضوهای تعداد
نمونه فضای عضوهای تعداد

اینکه: احتمال است مطلوب می کنیم. پرتاب را تاس یک

باشد. زوج شده، ظاهر عدد الف)

باشد. اول و فرد شده، ظاهر عدد ب)

باشد. ۴ از بزرگتر یا زوج شده ظاهر عدد پ)

١۵ مثال

٢٢
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پاسخ:

S = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶} → n(S) = ۶

(الف A = {٢, ۴, ۶} → n(A) = ٣, P (A) =
n(A)

n(S)
=

٣
۶
=

١
٢

(ب B = {٣, ۵} → n(B) = ٢, p(B) =
n(B)

n(S)
=

٢
۶
=

١
٣

(پ C = {٢, ۴, ۶, ۵} → n(C) = ۴, P (C) =
n(C)

n(S)
=

۴
۶
=

٢
٣

می شود؟ ظاهر ٣ مضرب تاس عدد و «رو» سکه احتمال کدام با می کنیم. پرتاب هم با را تاس یک و سکه یک

n(S) = ۶× ٢ = ١٢

A پیشامد = ,ر)} ٣), ,ر) ۶)} → n(A) = ٢

→ p(A) =
n(A)

n(S)
=

٢
١٢

=
١
۶

١۶ مثال

است؟ یکسان تاس دو هر احتمالی چه با می کنیم. پرتاب هم با را تاس دو
٣
۴
(۴

۵
۶
(٣

١
۶
(٢

١
۴
(١

تست:

.٢ گزینه پاسخ:

n(S) = ۶× ۶ = ٣۶

A = {(١, ١), (٢, ٢), (٣, ٣), (۴, ۴), (۵, ۵), (۶, ۶)} → n(A) = ۶

→ p(A) =
n(A)

n(S)
=

۶
٣۶

=
١
۶

اول عدد دو هر اینکه احتمال می کنیم. انتخاب تصادف به عدد دو {١, ٢, ٣, · · · , ٩, ١٠} اعداد مجموعه بین از

است؟ چقدر باشند،
۴
١٠

(۴
١
٣۶

(٣
٢
١۵

(٢
١
١۵

(١

تست:

٢٣
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٢ گزینه ی پاسخ:

می کنیم: استفاده ترکیب از پس کنیم، انتخاب عدد ٢ می خواهیم {١, ٢, ٣, · · · , ١٠} مجموعه از چون

n(s) =

(
١٠
٢

)
=

١٠!
٨!× ٢!

=
١٠× ٩× ٨!

٨!× ٢
= ۴۵

کنیم: انتخاب عدد چهار بین از را عدد دو باید پس .٢, ٣, ۵, ٧ از عبارت اند شده داده مجموعه در اول اعداد

n(A) =

(
۴
٢

)
=

۴!
٢!× ٢!

=
۴× ٣× ٢!

٢!× ٢
= ۶

P (A) =
n(A)

n(S)
=

۶
۴۵

=
٢
١۵

می باشند؟ هم کنار امیر و رضا احتمال، کدام با نشسته اند. تصادفی به طور نیمکت یک روی امیر و محسن رضا،

١٧ مثال

داشت: خواهیم پس است، n! برابر بگیرند قرار هم کنار نفر، n آن که برای ممکن حالت های کل تعداد پاسخ:

n(S) = ٣! = ٣× ٢× ١ = ۶

آنگاه: دهیم، نمایش A,M,R به ترتیب را امیر و محسن رضا، اگر

R,A

١شیء

,M ⇒ n(A) = ٢!× ٢! = ۴⇒ P (A) =
n(A)

n(S)
=

۴
۶
=

٢
٣

است؟ کدام باشند، مساوی آن رقم ٣ هر اینکه احتمال می کنیم. انتخاب تصادف به را رقمی ٣ عدد یک

٠/٠٢ (۴ ٠/٠١ (٣ ٠/٠۵ (٢ ٠/٠٨ (١

تست:

٣ گزینه ی پاسخ:

دارد: وجود رقمی ٣ عدد چند ببینیم باید ابتدا یعنی می آوریم، بدست را نمونه فضای اعضای تعداد ابتدا

٩ ١٠ ١٠

١, ٢, · · · , ٩ ٠, ١, ٢, · · · , ٩

٠, ١, ٢, · · · , ٩

⇒ n(S) = ٩× ١٠× ١٠ = ٩٠٠

٢۴
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A
↓

باشد مساوی رقم ٣ هر

= {١١١, ٢٢٢, ٣٣٣, · · · , ٩٩٩} ⇒ n(A) = ٩⇒ P (A) =
n(A)

n(S)
=

٩
٩٠٠

=
١

١٠٠
= ٠/٠١

یعنی: باشد، یک از بیشتر نمی تواند همچنین و باشد منفی نمی تواند پیشامد یک احتمال مقدار که کنید توجه

٠ ≤ P (A) ≤ ١

می گوییم. (نشدنی) غیرممکن پیشامد ،A پیشامد به این صورت در که باشد A = ∅ که است صفر وقتی P (A)

می گوییم. (حتمی) قطعی پیشامد ،A پیشامد به این صورت در باشد، A = S که است برابر وقتی P (A) همچنین

۶ نکته

داریم: سکه یک پرتاپ در

شود ظاهر ۶ از بزرگتر عدد تاس، پرتاب در که است غیرممکن چون ،P بیاید) ۶ از بزرگتر (عدد = ٠

کوچکتر شود، ظاهر که عددی هر تاس، یک پرتاب در می دانیم چون ،P باشد) ٧ از کوچکتر شده، ظاهر (عدد = ١

است. ٧ از

١٨ مثال

متمم: پیشامد

P (A′) با را پیشامد آن نشدن واقع احتمال این صورت در باشد، S نمونه فضای در A پیشامد وقوع احتمال P (A) اگر

داریم: بنابراین می دهیم. نمایش

P (A) + P (A′) = ١⇒ P (A′) = ١− P (A)

می گوییم. متمم پیشامد دو را A′ و A حالت، این در

A

S

A′

٢۵
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نمونه، فضای اعضای تعداد آنگاه باشد، ٢ آن متمم پیشامد اعضای تعداد اگر است، ٣
۴ پیشامد یک وقوع احتمال

است؟ چقدر

١٩ مثال

می شود: محاسبه زیر رابطه از آن متمم پیشامد احتمال است. ٣
۴ پیشامد یک احتمال وقتی پاسخ:

P (A) + P (A′) = ١⇒ ٣
۴
+ P (A′) = ١⇒ P (A′) = ١− ٣

۴
⇒ P (A′) =

١
۴

P (A′) =
n(A′)

n(S)

P (A′)= ١
۴−−−−−→

n(A′)=٢

١
۴
=

٢
n(s)

⇒ n(S) = ۴× ٢ = ٨

نیستند؟ یکسان شده، ظاهر اعداد احتمالی چه با می کنیم. پرتاب هم با را تاس دو

۵
٣۶ (۴ ۵

١٢ (٣ ۵
۶ (٢ ۵

٧ (١

تست:

پس است، طولانی آنها، نوشتن و نباشند یکسان تاس دو اعداد که دارند وجود زیادی خیلی حالت های ،٢ گزینه پاسخ:

باشند: یکسان تاس، دو اعداد می کنیم فرض ابتدا یعنی کنیم، استفاده متمم پیشامد از است بهتر

n(S) = ۶× ۶ = ٣۶

A
↓

باشند یکسان تاس دو اعداد

= {(١, ١), (٢, ٢), (٣, ٣), (۴, ۴), (۵, ۵), (۶, ۶)} ⇒ n(A) = ۶⇒ P (A) =
n(A)

n(S)
=

۶
٣۶

=
١
۶

⇒ P ( A′
↓

نباشند یکسان تاس، دو اعداد

) = ١− P (A) = ١− ١
۶
=

۵
۶

گاهی می کنیم. استفاده متمم پیشامد از رفته، کار “به ”لااقل “یا ”حداقل کلمه آن ها، در که سؤالات از بسیاری در

زیاد نیز، محاسباتی خطای و بکشد طول زیادی زمان است ممکن نکنیم، استفاده متمم پیشامد از اگر اوقات،

شود.

مهم بسیار نکته

شوید: آشنا ،A′ ساختن نحوه با تا می نویسیم را پیشامد متمم زیر، عبارت های در

٢۶
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باشند) فرد دو نیاید(هر زوج تاس دو از ︸هیچ کدام ︷︷ ︸
A′

متمم
←− بیاید. زوج تاس ها از یکی ︸لااقل ︷︷ ︸

A

هم، با تاس ٢ پرتاب در

٢٠ مثال

متمم
←− باشند. شده متولد ماه یک در نفرشان ٢ ︸لااقل ︷︷ ︸

A

خانواده، یک فرزند ٣ بین از

باشند.) شده متولد مختلف، ماه های در ︸همگی ︷︷ ︸
A′

باشند( نشده متولد ماه یک در فرزند، ٣ از هیچ کدام

٢١ مثال

متمم
←− باشند. یکسان آن ها، رقم ٢ ︸لااقل ︷︷ ︸

A

رقمی، ۴ عدد یک در

باشند). مختلف (همگی نباشند یکسان رقم، ۴ از ︸هیچ کدام ︷︷ ︸
A′

٢٢ مثال

A′ خودمان کرده، فرض A را سؤال متن در موجود پیشامد کردید، مشاهده (لااقل) حداقل کلمه که سؤالات این گونه در پس

محاسبه را P (A) مقدار ،P (A) = ١− P (A′) فرمول کمک به نهایت در می آوریم. بدست را P (A′) و می سازیم را

می کنیم.

است؟ فرد شده، رو اعداد از یکی لااقل احتمالی، چه با هم، با تاس دو پرتاب در
٢
٣
(۴

٣
۴
(٣

۵
۶
(٢

۵
٩
(١

تست:

٣ گزینه پاسخ:

n(S) = ۶× ۶ = ٣۶

n( A
↓

فرد اعداد، از هیچ کدام

باشند) زوج دو (هر نباشد

) =

دارد زوج عدد ٣
↑
٣ ×

تاس، هر
↑
٣ = ٩⇒ P (A) =

n(A)

n(S)
=

٩
٣۶

=
١
۴
⇒ P (A′) = ١− ١

۴
=

٣
۴

٢٧
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A پیشامد کردیم، محاسبه را n(A) فقط بلکه ننوشتیم، را A پیشامد خود که دیدید کردیم، حل که سؤالی این در توجه:

با: است برابر

A = {(٢, ٢), (٢, ۴), (٢, ۶), (۴, ٢), (۴, ۴), (۴, ۶), (۶, ٢), (۶, ۴), (۶, ۶)} ⇒ n(A) = ٩

نوشتیم: داریم، تاس دو چون پس دارد، زوج عدد ٣ تاس، هر می دانیم چون نیست، A نوشتن به نیازی البته

n(A) = ٣× ٣ = ٩

احتمالات: جمع قانون

با: است برابر A ∪B دادن رخ احتمال آنگاه باشند، S نمونه فضای در دلخواه پیشامد دو B و A اگر

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

بنابراین: ،P (A ∩B) = ٠ پس است، A ∩B = ∅ چون باشند، ناسازگار پیشامد دو B و A اگر

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

کنیم. حل را مربوطه سؤالات اکثر می توانیم هم، احتمالات جمع قانون از استفاده بدون البته

هستند؟ فرد تاس، دو هر یا ٨ تاس دو مجموع احتمالی چه با می کنیم. پرتاب هم با را تاس دو
١
۴
(۴

١
٢
(٣

١
۵
(٢

١
٨
(١

تست:

۴ گزینه پاسخ:

احتمالات): جمع قانون از استفاده (بدون اول روش

n(S) = ۶٢ = ٣۶

A = {(٢, ۶), (۶, ٢), (٣, ۵), (۵, ٣), (۴, ۴)︸ ︷︷ ︸
باشد ٨ تاس دو مجموع

, (١, ١), (١, ٣), (١, ۵)(٣, ١), (٣, ٣)���,(٣, ۵), (۵, ١),���(۵, ٣), (۵, ۵)︸ ︷︷ ︸
باشند فرد تاس، دو هر

}

⇒ n(A) = می کنیم)١٢ شمارش بار یک فقط را، تکراری ⇒(عضوهای P (A) =
n(A)

n(S)
=

١٢
٣۶

=
١
٣

٢٨
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احتمالات): جمع قانون از (استفاده دوم روش

A
↓

باشد ٨ تاس، دو مجموع

= {(٢, ۶), (۶, ٢), (٣, ۵), (۵, ٣), (۴, ۴)} ⇒ n(A) = ۵⇒ P (A) =
۵
٣۶

B
↓

باشد فرد تاس، دو هر

= {(١, ١), (١, ٣), (١, ۵), (٣, ١), (٣, ٣), (٣, ۵), (۵, ١), (۵, ٣), (۵, ۵)} ⇒ n(B) = ٩

⇒ P (B) =
٩
٣۶

A ∩B = {(۵, ٣), (٣, ۵)} ⇒ n(A ∩B) = ٢⇒ P (A ∩B) =
٢
٣۶

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) =
۵
٣۶

+
٩
٣۶
− ٢

٣۶
=

١٢
٣۶

=
١
٣

آن ها: مشابه و تولد تاریخ مسائل

می کنیم دقت هم باز البته نمی کنیم). رسم را خانه ها دیگر (البته می کنیم. حل خانه ها، کردن پر روش مانند را مسائل این

می کنیم. استفاده متممم پیشامد از کردید، مشاهده لااقل کلمه اگر

احتمال: کدام با دارد. فرزند ٣ خانواده ای

آمده اند؟ دنیا به جمعه روز در نفر ٣ هر الف)

آمده اند؟ دنیا به  هفته روز یک در نفر ٣ هر ب)

آمده اند؟ دنیا به هفته مختلف روزهای در نفر ٣ پ)

آمده اند؟ دنیا به هفته، روز یک در آن ها، نفر ٢ لااقل ت)

٢٣ مثال

الف) پاسخ:

n(S) = ٧×
دارد. روز ٧ هفته،

↑
٧ × ٧ = ٣۴٣

n(A) = ١× ١
↓

دارند، ١انتخاب فقط کدام شان هر

است جمعه روز هم آن

× ١ = ١⇒ P (A) =
n(A)

n(S)
=

١
٣۴٣

٢٩
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دوم نفرات ولی است، آمده دنیا به  هفته، از روزی چه در نمی دانیم چون دارد، انتخاب ٧ شدن متولد برای اول نفر ب)

است.) یکسان اول، نفر تولد روز با آن ها تولد روز (چون دارند انتخاب ١ فقط سوم، و

n(A) =

اول نفر
↑
٧ × ١

↓
دوم نفر

×

سوم نفر
↑
١ ⇒ P (A) =

n(A)

n(S)
=

٧
٣۴٣

=
١
۴٩

نفر که شود متولد روزی در نمی تواند چون دارد، انتخاب ۶ دوم نفر ولی داشته، انتخاب ٧ شدن متولد برای اول نفر پ)

داشت: خواهد انتخاب ۵ سوم، نفر ترتیب همین به و باشد شده متولد اول

n(A) = ٧× ۶× ۵ = ٢١٠→ P (A) =
٢١٠
٣۴٣

=
٣٠
۴٩

پیشامد همان (ت)، قسمت پیشامد متمم واقع در می کنیم، استفاده متمم پیشامد از لااقل، کلمه وجود خاطر به ت)

لذا: کردیم، حل که است (پ) قسمت

P (A′) = ١− P (A) = ١− ٣٠
۴٩

=
١٩
۴٩

دهید: پاسخ زیر سؤالات به می کنند. کار شرکت، یک در نفر ۴

شده اند؟ استخدام بهار، فصل در آن ها همه احتمالی چه با
١
١۶

(۴
١
۶۴

(٣
١

٢۵۶
(٢

١
۴
(١

تست:

٢ گزینه پاسخ:

n(S) =

است فصل ۴
↑
۴ ×

دارای
↑
۴ ×

سال،
↑
۴ ×

هر
↑
۴

n(A) = ١× ١× ١
↓

دارند، ١انتخاب فقط کدام شان هر

است بهار فصل هم آن

× ١ ⇒ P (A) =
n(A)

n(S)
=

١× ١× ١× ١
۴× ۴× ۴× ۴

=
١

٢۵۶

شده اند؟ متولد فصل، یک در آن ها همه احتمالی چه با
١
۴
(۴

١
۶۴

(٣
١
١۶

(٢
١

٢۵۶
(١

تست:

٣٠
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٣ گزینه پاسخ:

n(A) = ۴
↓

فصل ۴ از کدام هر اول، نفر

شود متولد می تواند

× ١× ١× ١⇒ P (A) =
۴× ١× ١× ١
۴× ۴× ۴× ۴

=
١
۶۴

٣١



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

٢۵ صفحه تمرین های حل

است؟ قطعی آزمایش یک کدام و تصادفی آزمایش زیر پدیده های از یک کدام .١

کارت یک تصادفی به طور کارت ها، کردن مخلوط از پس و می نویسیم کارت ٢٠ روی را دانش  آموز ٢٠ نام الف)

شود. استخراج دانش آموزها، از یکی نام تا می کشیم بیرون

تصادفی آزمایش پاسخ:

شود. تبدیل بخار به تا می دهیم حرارت را آب مقداری ب)

قطعی آزمایش پاسخ:

داده ایم. پاسخ شانسی را آن سؤالات از نیمی که جوابی، چهار آزمون یک نتیجه پ)

تصادفی آزمایش پاسخ:

می دهد. انجام را زیر مراحل نفر دو از یکی نفره، دو ساده بازی یک در ت)

می کند. انتخاب را عددی -

می افزاید. آن به واحد سه -

می کند. برابر دو را حاصل سپس -

می کند. کم واحد ٢ حاصل، عدد از -

می کند. نصف را آمده دست به  نتیجه -

می کند. کم را اولیه عدد آمده، دست به حاصل از -

می کند. اعلام را پاسخ کننده، محاسبه مشخص جای به دوم فرد آخر، مرحله در -

قطعی آزمایش پاسخ:

را سکه دیگر یک بار این صورت، غیر در می ریزیم. را تاس آن گاه شد، ظاهر رو اگر می کنیم. پرتاب را سکه ای .٢

می اندازیم.

کنید. مشخص را تصادفی آزمایش این نمونه فضای الف)

کنید. مشخص اعضا با بیاید، پشت سکه یا باشد زوج تاس روی شده ظاهر عدد آن در که را A پیشامد ب)

٣٢
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پاسخ:

(الف S = ,پ)} ,ر)و(پ,پ)و(ر ,ر)و(١ ,ر)و(٢ ,ر)و(٣ ,ر)و(۴ ,ر)و(۵ ۶)}

(ب A = ,پ)} ,ر)و(پ,پ)و(ر ,ر)و(٢ ,ر)و(۴ ۶)}

به طور کارت ها، کردن مخلوط از پس و می نویسیم کارت یک روی را ٢٠ از کوچک تر طبیعی فرد اعداد از یک هر .٣

تعیین: است مطلوب برمی داریم؛ را کارت یک تصادفی

تصادفی آزمایش این نمونه فضای الف)

باشد. ٣ مضرب کارت روی عدد آن در که A پیشامد ب)

باشد. کامل مجذور کارت، روی عدد آن در که B پیشامد پ)

کنید. مشخص اعضا با را A−B و A ∩B پیشامدهای ت)

پاسخ:

الف)

S = {١, ٣, ۵, ٧, ٩, ١١, ١٣, ١۵, ١٧, ١٩}

ب)

A = {٣, ٩, ١۵}

پ)

A = {١, ٩}

ت)

A ∩B = {٩} A−B = {٣, ١۵}

بنویسید. مجموعه ای عبارت یک و توصیفی عبارت یک زیر، پیشامدهای از یک هر برای .۴

(A ∩B ∩ C) دهد. رخ C و B و A پیشامدهای الف) پاسخ:

٣٣



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

S

A B

C

A B

C

ب الف

(A ∪B ∪ C) دهد. رخ C یا B یا A پیشامدهای ب)

مخلوط از پس و می نویسیم کارت هایی روی نوشت، می توان ١, ٢, ٣, ۴ ارقام با که را رقمی دو اعداد از یک هر .۵

می کنیم. خارج تصادفی به طور را کارت یک کارت ها، کردن

کنید. مشخص را تصادفی آزمایش این نمونه فضای الف)

باشد. ۶ مضرب کارت، روی عدد آن در که A پیشامد ب)

باشد. اول کارت، روی عدد آن در که B پیشامد پ)

پاسخ:

(الف S = {١١, ١٢, ١٣, ١۴, ٢١, ٢٣, ٢۴, ٣١, ٣٢, ٣٣, ٣۴, ۴١, ۴٢, ۴٣, ۴۴}

(ب A = {١٢, ٢۴, ۴٢}

(پ B = {١١, ١٣, ٢٣, ٣١, ۴١, ۴٣}

است. فرزند ٣ دارای خانواده ای

چیست؟ خانواده این فرزندان جنسیت ترکیب برای مناسب نمونه فضای الف)

باشند. جنس یک از فرزند، سه هر آن در که A پیشامد ب)

باشد. دختر فرزند یک فقط آن در که B پیشامد پ)

باشند. پسر فرزند، ٢ حداقل آن در که C پیشامد ت)

باشد. پسر فرزند، یک حداکثر آن در که D پیشامد ث)

٣۴
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پاسخ:

(الف S = ,پ,پ)و(پ,پ,پ)} ,پ)و(د ,پ)و(پ,پ,د)و(پ,د ,د ,پ,د)و(د ,د)و(د ,د)و(پ,د ,د {(د

(ب A = ,د)و(پ,پ,پ)} ,د {(د

(پ B = ,پ,پ)} ,پ)و(د ,(پ,د {(پ,پ,د)

(ت C = ,پ,پ)و(پ,پ,پ)} ,(د ,پ) ,(پ,د {(پ,پ,د)

(ث D = ,پ)} ,د ,پ,د)و(د ,(د ,د) ,(پ,د ,د) ,د {(د

است. فرزند ۴ دارای خانواده ای .۶

دارد؟ عضو چند خانواده، این فرزندان جنسیت ترکیب برای مناسب نمونه فضای الف)

باشند. دختر چهارم، و سوم فرزند دو آن در که طوری کنید، مشخص را A پیشامد ب)

باشد. پسر فرزندان تعداد از بیش تر دختر، فرزندان تعداد آن در که C پیشامد پ)

ناسازگارند؟ C و A پیشامدهای آیا ت)

پاسخ:

(الف n(A) =

اول فرزند
↑
٢ × ٢

↓
باشد. پسر یا دختر می تواند فرزند هر

× ٢×

چهارم فرزند
↑
٢ = ١۶

(ب A = ,پ,د)} ,د ,پ,پ)و(د ,د ,پ)و(د ,د ,د ,د)و(د ,د ,د {(د

(پ C = ,پ)} ,د ,د ,پ,د)و(د ,د ,د)و(د ,پ,د ,د)و(د ,د ,د)و(پ,د ,د ,د {(د

(ت A ∩ C = ,پ,د)} ,د ,پ)و(د ,د ,د ,د)و(د ,د ,د {(د ⇒ A ∩ C ̸= ∅⇒ نیستند. ناسازگار پیشامد A,Cدو

است مطلوب برمی داریم. تصادفی به طور را سیب ٣ است، لکه دار سیب ۵ و سالم سیب ١٢ شامل که جعبه ای از .٧

اینکه: احتمال محاسبه

باشند. سالم سیب، سه هر الف)

باشد. لکه دار سیب یک و سالم سیب دو ب)

باشد. بیش تر لکه دار، سیب های تعداد از سالم سیب های تعداد پ)

٣۵
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پاسخ:

(الف

١٧ دارای جعبه
که است سیب

سیب ٣ می خواهیم
کنیم انتخاب را

⇒ n(S) =

(
١٧
٣

)
=

١٧!
١۴!× ٣!

=
١٧×

٨

��١۶ ×
۵

��١۵ ×��١۴!

��١۴!× ��٣× ��٢
= ۶٨٠

پس: شود، انتخاب سالم سیب ١٢ بین از باید پس باشد، سالم سیب ٣ می خواهیم

n( A
↓

باشد سالم سیب، ٣ هر

) =

(
١٢
٣

)
=

١٢!
٩!× ٣!

=
١٢× ١١× ١٠× ٩!

٩!× ٣× ٢
= ٢٢٠⇒ P (A) =

n(A)

n(S)
=

٢٢٠
۶٨٠

=
١١
٣۴

(ب
١٢ از سیب ٢ پس باشد، لکه دار سیب یک و سالم سیب ٢ می خواهیم

می کنیم: انتخاب لکه دار سیب ۵ از سیب ١ و سالم سیب

n( B
↓

سیب ١ و سالم سیب ٢

باشد لکه دار

) =

(
١٢
٢

)
×
(

۵
١

)
=

١٢!
١٠!× ٢!

× ۵!
۴!× ١!

=

۶

��١٢ ×��١٠×١١!

��١٠!× ��٢
× ۵×��۴!

��۴!× ١
= ٣٣٠

⇒ P (B) =
n(B)

n(S)
=

٣٣٠
۶٨٠

=
٣٣
۶٨

بیفتد: اتفاق زیر، حالات یعنی باشد، بیش تر لکه دار سیب های تعداد از سالم سیب های تعداد ت)

برابر و است شده محاسبه (الف) قسمت در که نکنیم انتخاب لکه داری سیب هیچ و باشد سالم سیب سه هر (١

می باشد. ١١
٣۴

می باشد. ٣٣
۶٨ برابر و است شده محاسبه (ب) قسمت در که باشد لکه دار سیب یک و سالم سیب دو (٢

پس: می آید. بدست ٢ و ١ حالت های جمع از (ت) قسمت در نظر مورد حالت های تعداد

P (C) = P (A) + P (B) =
١١
٣۴

+
٣٣
۶٨

=
٢٢ + ٣٣

۶٨
=

۵۵
۶٨

می دهد. نشان را عددی و می ایستد ناحیه ٨ از یکی روی درآمدن حرکت به از پس زیر، چرخنده دستگاه عقربه .٨

که: دارد احتمال چقدر

٨
١٢

٣

۴
۵ ۶

٧

بایستد. اول عدد یک روی عقربه الف)

دهد. نشان را فرد یا اول عدد یک عقربه ب)

بایستد. ٣ مضرب عدد یک روی عقربه ج)

٣۶
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پس: است، S = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧, ٨} به صورت نمونه فضای مسئله، صورت و شکل به توجه با پاسخ:

n(S) = ٨

نیست.) اول عدد ١ که کنید (توجه از: عبارت اند ،S نمونه فضای از اول اعداد الف)

A = {٢, ٣, ۵, ٧} ⇒ n(A) = ۴⇒ P (A) =
n(A)

n(S)
=

۴
٨
=

١
٢

«یا» کلمه از مسئله، صورت در چون هستند. فرد اعداد ٧ و ۵ ،٣ ،١ و اول اعداد ٧ و ۵ ،٣ ،٢ اعداد ب)

تکراری: موارد حذف با البته می دهیم قرار هم کنار مجموعه یک در را اعداد سری دو این است، شده استفاده

B = {١, ٢, ٣, ۵, ٧} ⇒ n(B) = ۵⇒ P (B) =
n(B)

n(S)
=

۵
٨

از: عبارتند S ازمجموعه باشند) بخش پذیر ٣ (بر ٣ مضرب اعداد پ)

C = {٣, ۶} ⇒ n(C) = ٢⇒ P (C) =
٢
٨
=

١
۴

چنان چه کرده ایم. حک را ٧ تا ١ شماره های میله ها، روی و کرده ایم نصب پرچم میله هفت به را مختلف پرچم ٧ .٩

شماره های با پرچم ها، میله اینکه احتمال محاسبه است مطلوب بگیرند، قرار هم کنار تصادفی به طور پرچم ها، این

باشند. زوج مکان های در غیراول،

به رو جایگشت مسئله با پس گیرند، قرار یکدیگر کنار در پرچم ٧ است قرار مسئله، صورت به توجه با پاسخ:

از: است عبارت پرچم میله ٧ جایگشت بنابراین هستیم، رو

n(S) = ٧!

ششم و چهارم دوم، مکان های یعنی زوج مکان های در ۶ و ،۴ ،١ غیراول شماره های با پرچم ها میله است قرار

گیرد. قرار هفتم، و پنجم سوم، اول، یعنی فرد مکان های در ٧ و ۵ ،٣ ،٢ میله های شماره نتیجه، در و گیرد قرار

هفتم مکان
↓

{٢,٣,۵,٧}

ششم مکان
↓

{١,۴,۶}

پنجم مکان چهارم مکان سوم مکان دوم مکان اول مکان

ترتیب همین به و دارد وجود انتخاب ۴ پس می گیرید، قرار ٧ و ۵ ،٣ ،٢ پرچم میله های از یکی هفتم، مکان در

در ضرب، اصل طبق و دارد وجود انتخاب ١ اول مکان در و انتخاب ٢ سوم مکان در انتخاب، ٣ پنجم مکان در

دارد. وجود انتخاب ۴× ٣× ٢× ١ = ۴! کلی طور به فرد مکان های

٣٧



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

زوج مکان در پس دارد، وجود انتخاب ٣ پس می گیرند، قرار ١ و ۴ و ۶ پرچم میله های از یکی ششم، مکان در

زوج مکان های در ضرب، اصل طبق و دارد وجود انتخاب ١ دوم مکان در و انتخاب ٢ چهارم مکان یعنی بعدی

دارد. وجود انتخاب ٣× ٢× ١ = ٣! کلی به صورت

فرد، و زوج مکان های در پرچم ها میله انتخاب های پس بگیرند، قرار هم کنار پرچم ها میله های است قرار چون

بنابراین: می باشد. n(A) = ۴!× ٣! به صورت

P (A) =
n(A)

n(S)
=

۴!× ٣!
٧!

=
۴!× ۶

٧× ۶× ۵× ۴!
=

١
٣۵

چنان بیندازند. یادگاری عکسی تا می گیرند قرار یکدیگر کنار تصادفی به طور شما مدرسه تیم فوتبال بازیکن یازده .١٠

بین نفر ۴ دقیقاً عکس در اینکه احتمال محاسبه است مطلوب باشند، متفاوت نفر دو تیم، کاپیتان و دروازه بان چه

باشند؟ داشته حضور کاپیتان، و دروازه بان

مواجه فرد ١١ جایگشت با پس بگیرند، یادگاری عکس یکدیگر، کنار است قرار فوتبال، بازیکن یازده پاسخ:

با: است برابر نفر ١١ جایگشت های تعداد بنابراین هستیم،

n(S) = ١١!

قرار آن ها بین نفر ۴ دقیقاً که کنیم بررسی را حالت هایی باید و می دهیم نشان K با را کاپیتان و D با را دروازه بان

بگیرند.

D - - - - K - - - - -

- D - - - - K - - - -

- - D - - - - K - - -

- - - D - - - - K - -

- - - - D - - - - K -

- - - - - D - - - - K

دقیقاً بازیکن ۴ است، شده داده نشان که حالتی  ۶ کل در
بجز طرفی از است، گرفته قرار دروازه بان و کاپیتان بین
کنار ٩! به می توانند دیگر بازیکن ٩ دروازه بان، و کاپیتان
٢! به نیز دروازه بان و کاپیتان طرفی از بگیرند، قرار هم
با: است برابر حالات کل پس شوند، جا به جا می توانند

۶× ٩!× ٢!

با است برابر آن احتمال بنابراین

۶× ٩!× ٢!
١١!

.

از پس و می گیرند را آن ها از تا ۵ دارد، وجود مرکزی البرز وحشی قوچ ٢٠ شده، حفاظت جنگلی پارک یک در .١١
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می خواهند و می گیرند را آن ها از تا ٧ تصادفی به طور بانان محیط  مدتی، از بعد می کنند. رهایشان کردن، نشان دار

باشند. نشانه دار قوچ ٢ حداکثر اینکه احتمال محاسبه است مطلوب بشمارند. را نشان دار قوچ های تعداد

ترکیب از پس نیست، مهم آن ها، انتخاب ترتیب چون می گیریم، را آن ها از تا ٧ که دارد وجود قوچ ٢٠ پاسخ:

n(S) =
(٢٠

٧

)
یعنی می کنیم. استفاده

حالات پس است، شده استفاده حداکثر کلمه از چون باشند، نشانه دار قوچ  ٢ حداکثر قوچ، ٧ بین از می خواهیم

می افتد: اتفاق زیر،

باشد. قوچ ها بقیه بین از قوچ ۵ و نشانه دار قوچ ۵ بین از قوچ ٢ (١

یا

باشد. قوچ ها بقیه بین از قوچ ۶ و نشانه دار قوچ ۵ بین از قوچ ١ (٢

یا

باشد. قوچ ها بقیه بین از قوچ ٧ و نشده انتخاب  نشانه داری قوچ هیچ (٣

می آید. بدست ٣ و ٢ ،١ حالت های مجموع از مسئله، جواب نهایت در

حالت١ (تعداد
(

۵
٢

)(
١۵
۵

)
حالت٢ (تعداد

(
۵
١

)(
١۵
۶

)
حالت٣ (تعداد

(
۵
٠

)(
١۵
٧

)
حالات کل = n(A) =

(
۵
٢

)(
١۵
۵

)
+

(
۵
١

)(
١۵
۶

)
+

(
۵
٠

)(
١۵
٧

)
P (A) =

n(A)

n(S)
=

(۵
٢

)(١۵
۵

)
+
(۵

١

)(١۵
۶

)
+
(۵

٠

)(١۵
٧

)(٢٠
٧

)
مخالف رأی نفر ٣ موافق، رأی نفر ۵ خاص، برنامه یک به دارد. عضو نفر ١٠ دبیرستان، یک مربیان و اولیا انجمن .١٢

احتمال محاسبه است مطلوب می کنیم. انتخاب نفر ٣ تصادفی، به طور آن ها بین از داده اند. ممتنع رأی نفر ٢ و

اینکه

باشند. برنامه موافق انتخابی، افراد از نفر ٢ حداقل الف)

نباشد. هم مانند آن ها، از نفری دو هیچ نظر ب)
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پس: نیست مهم آن ها، انتخاب ترتیب که کنیم انتخاب را نفر ٣ انجمن، عضو نفر ١٠ بین از است قرار پاسخ:

n(S) =

(
١٠
٣

)
برنامه موافق می توانند نیز، نفر ٢ از بیش تر که است معنی این به است، شده استفاده حداقل کلمه از وقتی الف)

می افتد: اتفاق زیر حالات بنابراین باشند، انتخابی

و (مخالف نباشد. برنامه موافق باقیمانده، نفر ۵ بین از نفر ١ و برنامه موافق نفر، ۵ بین از نفر ٢ (١

ممتنع)

یا

نباشد. برنامه موافق باقیمانده، نفر ۵ بین از فردی هیچ و برنامه موافق نفر، ۵ بین از نفر ٣ (٢

می آید. بدست ٢ و ١ حالت های جمع از حالت ها تعداد نهایت، در

حالات١ (تعداد
(

۵
٢

)(
۵
١

)
= ١٠× ۵ = ۵٠

حالات٢ (تعداد
(

۵
٣

)(
۵
٠

)
= ١٠× ١ = ١٠

حالات کل (تعداد n(A) = ۵٠ + ١٠ = ۶٠

P (A) =
n(A)

n(S)
=

۶١٠)٠
٣

) =
۶٠
١٢٠

=
١
٢

یعنی باشد. متفاوت نفر، ٣ هر نظر که معناست این به نباشد، هم مانند آن ها، از نفری دو هیچ نظر اینکه ب)

پس: باشد. ممتنع رأی دارای نفر ١ و مخالف رأی دارای نفر ١ و موافق رأی دارای نفر ١

n(B) =

(
۵
١

)(
٣
١

)(
٢
١

)
= ۵× ٣× ٢ = ٣٠⇒ P (B) =

٣٠
١٢٠

=
١
۴
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مسائل حل در آمار سوم-چرخه درس
برای می شویم. رو به رو آن ها با زندگی مختلف ابعاد در که است اطلاعاتی از پر داریم، سروکار آن با ما که امروزی دنیای

درک خوبی به را اطلاعات این بتوانیم است لازم بگیریم، تصمیم بهتر مختلف، مسائل در و کنیم زندگی بهتر بتوانیم این که

کنیم. تحلیل و

داشته اطلاعات این از درستی تفسیر می کند، کمک ما به آماری مفاهیم و اصطلاحات نمودارها، شاخص ها، صحیح درک

بگیریم. تصمیم بهتر درست، استدلال با آخر در و بشناسیم را آمده به دست نتایج محدودیت های باشیم.

است: آمده زیر، شکل در کامل چرخه ای به صورت آمار با مرتبط مسئله های حل

مسئله بیان

نتیجه گیری و بحث مسئله حل چرخه 
آمار کمک به

داده ها تحلیل پاک سازی و گردآوری
داده ها

برنامه ریزی و طرح

آمار کمک به مسئله حل چرخه از کلی نمای

مطرح آماری، دقیق و شفاف مسئله یک به صورت دارد، وجود واقعی، دنیای در که را مسئله ای ابتدا مسئله: بیان (١

می کنیم.

و متغیر اندازه گیری شیوه نمونه گیری، به و می کنیم پیدا مسئله پاسخ به رسیدن برای راهی پس برنامه ریزی: و طرح (٢

می اندیشیم. نتایج، توصیف چگونگی

مطمئن آن ها، درستی از ممکن حد تا و می پردازیم داده ها گردآوری به آن از بعد داده ها: پاک سازی و گردآوری (٣

می شویم.

۴١



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

هدف های با متناسب را نتایج آموخته ایم، که مفاهیمی و نمودارها شاخص ها، از استفاده با سپس داده ها: تحلیل (۴

می کنیم. گزارش داده ها، ویژگی های و متغیرها نوع کار،

می کنیم. پیدا اصلی پرسش برای پاسخی و می پردازیم آمده، دست به نتایج تفسیر به آخر در نتیجه گیری: و بحث (۵

مسائل حل در آمار چرخه گام های

پاسخ به رسیدن گام مهم ترین شفاف، و دقیق پرسش یک طرح : مسئله) دقیق تعریف مسئله، مسئله(فهم بیان (١

در می کنیم. مطرح آماری دقیق و شفاف مسئله یک به صورت دارد، وجود واقعی دنیای در که را مسئله ای است.

با هم چنین نزدیک ترند. واقعیت به نیز آن ها به ما جواب های باشند، شفاف تر و دقیق تر پرسش ها، چه هر واقع

مشخص را مطالعه هدف و کنیم محدود را اماری جامعه موجود، شرایط دیگر و زمان بودجه، اهداف، به توجه

می کنیم.

باشیم. داشته برنامه ای آن، برای و بدانیم را تهرانی دختران بدنی فعالیت مقدار می خواهیم کنید فرض

باشد؟ باید تهران از مناطقی چه در آن ها سکونت محل باشد؟ باید چه قدر دختران، این سن که است این سؤال

بگیریم؟ نظر در می خواهیم بررسی این در هم را معلول دختران آیا است.) کشور یک وسعت به تهران خود (چون

می انجامد. به طول سال ها بلکه و ماه ها بررسی، این وگرنه بگیریم، نظر در محدودیت هایی باید ختماً که می بینید پس

مدارس در تهران ١۴ و ١٣ ،١٢ مناطق در که را سال ١٨ الی ١۴ دختران که: باشد اینطور می تواند محدودیت مثلا

دهیم. قرار مطالعه مورد را می خوانند درس مختلف،

٢۴ مثال

برنامه ریزی و طرح (٢

می کنیم سعی اندازه گیری ها در است. نظر مورد متغیر بررسی و داده ها یافتن برای قدم اولین سنجش، یا اندازه گیری

می توانیم جنسیت، مورد در مثلا کنیم. تبدیل (عددی) کمی اطلاعات به امکان حد تا را (کیفی) توصیفی اطلاعات

،١ اعداد از ترتیب به غذاها، مزه برای یا و برعکس) (یا می کنیم انتخاب بودن زن برای را ٢ و بودن مرد برای را ١

متخصصین کمک به باید فقط را متغیرها بعضی ضمناً کنیم. استفاده بد و متوسط خوب، عالی، برای ۴ و ٣ ،٢

زیرا افراد»، IQ «مقدار یا روانی» اختلالات «میزان یا خوشبختی» «میزان اندازه گیری مانند بگیریم، اندازه مربوطه

کنند. بیان عددی به صورت را متغیرها این می توانند مختلف، سؤالات پرسیدن و آزمایشات انجام با آن ها فقط

۴٢
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روش پرسش نامه، تنظیم مانند آن مقدمات فقط و نشده ایم داده ها جمع آوری وارد هنوز مرحله، این در کنید توجه

می دهیم. انجام را اندازه گیری واحد انتخاب و تصادفی نمونه انتخاب

دهید. توضیح است؟ نیاز بزرگتری نمونه اندازه به موارد از یک کدام بررسی برای قسمت، هر در

می خوانید. درس آن در که کلاسی در دانش آموزان سن (١

می خوانید. درس آن در که کلاسی در دانش آموزان گذشته سال معدل (٢

٢۵ مثال

همه کلاس، یک (در است کلاس یک دانش آموزان سن از پراکنده تر کلاس، یک دانش آموزان معدل چون پاسخ:

بررسی مورد متغیر پراکندگی چه هر داریم. نیاز بزرگتری نمونه اندازه به معدل، بررسی برای هستند)، هم سن تقریباً

داریم. نیاز بزرگ تری اندازه به باشد، بیشتر جامعه در

نمی شود؟ زیر مورد کدام شامل آمار، علم در برنامه ریزی و طرح

پرسش نامه تنظیم (١

تصادفی نمونه انتخاب روش (٢

افتاده دور داده های حذف (٣

مناسب اندازه گیری واحد انتخاب (۴

تست:

٣ گزینه پاسخ:

علم چرخه دوم گام به مربوطه افتاده، دور داده های حذف برنامه ریزی، و طرح قسمت در شده داده توضیحات طبق

نیست. مسائل حل در آمار
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جامعه، قشرهای همه نمونه گیری، شیوه کدام در شهر، یک خانوارهای اقتصادی اجتماعی- وضعیت بررسی برای

چرا؟ ندارند؟ حضور شانس

خانه ها. تلفن اول رقم براساس خانوارها انتخاب الف)

خانه ها. تلفن آخر رقم براساس خانوارها انتخاب ب)

٢۶ مثال

به متعلق که بینجامد محله هایی انتخاب به می تواند منازل، تلفن شماره اول رقم براساس افراد انتخاب پاسخ:

قشرهای تمامی و می شود کم نمونه در خانوارها تنوع ترتیب، بدین و هستند پایین یا بالا اقتصادی اجتماعی- طبقه

داشت. نخواهند را نمونه در حضور شانس جامعه،

داده ها پاک سازی و گردآوری (٣

هر در ولی کنیم. جمع آوری را نیازمان مورد داده های می خواهیم یعنی دهیم؛ انجام علمی کار می خواهیم واقعاً حالا

اشتباهی نرم افزار، در داده ها کردن وارد حتی یا و داده ها ثبت یا گردآوری اندازه گیری، مرحله در است ممکن مطالعه،

نتوانستیم اگر می کنیم. برطرف را اشتباه این مجدد، اندازه گیری نیاز، صورت در و مجدد بررسی با که دهد رخ

بگذاریم. کنار کلا را افتاده دور داده است بهتر کنیم، برطرف را اشتباه

گیرد؟ صورت اصلاح و پاک سازی عملیات است لازم مورد چند در حداقل زیر، داده های جدول در

است.) شده ثبت درست افراد تمام سن که است این بر (فرض مرد) :٢ زن، :١)

١ (۴ ٢ (٣ ٣ (٢ ۴ (١

٢٧ مثال

٢ گزینه پاسخ:

O+− خونی گروه ضمناً است. مرد معنی به ٢ عدد و زن به معنی ١ عدد چون است، بی معنی جنسیت برای ۴ عدد

پس باشد، داشته وزن کیلوگرم ٩٨ است محال ساله، ٢ بچه یک اینکه نهایت در و شود اصلاح باید و ندارد وجود

گیرد. صورت اصلاح و پاک سازی مورد ٣ باید حداقل کل، در
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فرد شماره فرد سن جنسیت خونی گروه (کیلوگرم) وزن

١ ٣٠ ١ A ٨۵

٢ ۴٨ ٢ O− ۶٢

٣ ١٨ ۴ B ۵۶

۴ ٢ ١ AB ٩٨

۵ ١٠٠ ٢ O+− ٩٠

است ممکن مثلا شده اند. اصلاح و پاک سازی کامل به طور داده ها که باشیم داشته کامل اطمینان نمی توانیم هرگز

با دارد، قرار بررسی مورد داده  های دامنه در نیز ١٣ که آن جا از اما باشد. شده ثبت ١٣ ،١۴ به جای فرد یک سن

ببریم. پی اشتباه این به نمی توانیم متغیر، این داده های کردن نزولی و صعودی

مهم بسیار نکته

داده ها تحلیل (۴

و شاخص ها گزارش صرفاً واقع در داده ها تحلیل از منظور می شوند. ارائه نتایج و تحلیل داده ها، مرحله، این در

است. آماری نتایج دیگر و نمودارها ارائه

می شود. انجام بعدی، گام در داده ها از نتیجه گیری و تفسیر تذکر

کنیم. استفاده را، پراکندگی و مرکزی شاخص دو هر باید کمی، داده های توصیف برای یادآوری

شاخص های و هستند متمرکز کجا در داده ها بدانیم تا می کنند کمک ما به میانه و میانگین مانند مرکزی شاخص های

متراکم یا پراکنده چگونه داده ها، بدانیم تا می کنند کمک ما به چارکی میان دامنه و معیار انحراف دامنه، مانند پراکندگی

شده اند.

پراکندگی و مرکزی شاخص های به عنوان معیار) (انحراف σ و (میانگین) X̄ از است بهتر باشیم، نداشته افتاده دور داده اگر

تحت معیار، این زیرا نیست، مناسبی مرکز به گرایش معیار میانگین، باشیم، داشته افتاده دور داده اگر ولی کنیم. استفاده

واریانس از استفاده با معیار، انحراف زیرا نیست، مناسبی معیار نیز، معیار انحراف و می  گیرد قرار افتاده دور داده های تأثیر

استفاده چارکی) میان (دامنه IQR و میانه از پس می شود، محاسبه میانگین، از استفاده با نیز واریانس که می آید دست به

به چارک ها، واقع در و جعبه ای نمودار و دارند قرار داده ها از ٪٢۵ قسمت، هر در که دیدید جعبه ای نمودار در می کنیم.

می دهد. نشان را مختلف قسمت های در پراکندگی و تراکم خوبی

۴۵



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

تعدادشان، بر و کرده جمع هم با را آن ها باشند، x١, x٢, . . . , xn به صورت داده ها اگر میانگین: محاسبه الف) یادآوری

می کنیم. استفاده X̄ = x١+x٢+···+xn

n
رابطه از یعنی می کنیم؛ تقسیم

میانه: محاسبه ب)

می کنیم. مرتب را داده ها ابتدا (١

است. میانه (وسطی)، میانی داده باشد، فرد داده ها تعداد اگر (٢

است. میانه وسطی، داده دو مجموع نصف باشد، زوج داده ها تعداد اگر (٣

می کنیم: عمل زیر به صورت باشیم، داشته x١, x٢, . . . , xn به صورت داده n اگر معیار: انحراف محاسبه پ)

می آوریم: بدست را معیار انحراف زیر، رابطه از استفاده با پس آورده، به دست را (X̄) میانگین مقدار ابتدا

معیار انحراف : σ =

√
(x١ − X̄)٢ + (x٢ − X̄)٢ + · · ·+ (xn − X̄)٢

n

چارکی: میان دامنه محاسبه ت)

داده ها دوم نیمه میانه و داده ها اول نیمه میانه سپس می آوریم. به دست را میانه سپس می کنیم، مرتب را داده ها ابتدا

داریم: اینصورت در می نامیم. Q٣ و Q١ را آن ها ترتیب به و آورده دست به را

چارکی میان :دامنه IQR = Q٣ −Q١

میان دامنه و معیار انحراف میانه، میانگین، است. آمده جدول در دانش آموز چند درسی مطالعه زمان مدت و سن

آورید. بدست سن، متغیر برای را چارکی

٢٨ مثال

پاسخ:

سن میانگین X̄ =
١٠ + ١٢ + ١۵ + ۵١ + ١٧ + ٢١

۶
=

١٢۶
۶

= ٢١

می کنیم: عمل زیر، به ترتیب میانه محاسبه برای

می کنیم: مرتب را داده ها (١

١٠, ١٢, ١۵, ١٧, ٢١, ۵١
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داریم: پس است، زوج داده ها تعداد (٢

میانه =
١۵ + ١٧

٢
=

٣٢
٢

= ١۶

ما و شده ٢١ برابر میانگین مقدار است، شده تایپ اشتباه احتمالا که ۵١ افتاده دور داده دلیل به می شود، دیده که همانطور

است. واقعی تر خیلی است، ١۶ که میانه مقدار ولی می اندازد، اشتباه به را

می رویم. چارکی میان دامنه و معیار انحراف محاسبه سراغ به حال

است. شده ٢١ برابر ان مقدار و آوردیم دست به قبلا را سن متغیر میانگین

معیار :انحراف σ =

√
(١٠− ٢(٢١ + (١٢− ٢(٢١ + (١۵− ٢(٢١ + (۵١− ٢(٢١ + (١٧− ٢(٢١ + (٢١− ٢(٢١

۶

=

√
(−١١)٢ + (−٩)٢ + (−۶)٢ + (٣٠)٢ + (−۴)٢ + ٠

۶

=

√
١٢١ + ٨١ + ٣۶ + ٩٠٠ + ١۶

۶

=

√
١١۵۴

۶
≃ ١٣/٩

است. ١۶ با برابر و محاسبه قبلا که می اوریم دست به را میانه ابتدا چارکی، میان دامنه محاسبه برای

١٠,

Q١٢=١
↑

١٢ , ١۵︸ ︷︷ ︸ ,
↓

Q١=٢۶

١٧,

Q٢١=٣
↑

٢١ , ۵١︸ ︷︷ ︸⇒ چارکی: میان دامنه IQR = Q٣ −Q١ = ٢١− ١٢ = ٩

ولی می دهد، نشان را زیادی بسیار پراکندگی معیار، انحراف است، افتاده دور داده به عنوان که ۵١ داده بودن پرت دلیل به

است. واقعی تر کمی چارکی، میان دامنه
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است؟ نادرست مورد کدام کنیم، تحلیل را، مقابل داده های می خواهیم

١١, ١٣, ١٧, ١٢, ١٨, ٢٠, ٢۴, ٢۵, ٣٨, ١۴٠٠

هستند.) کیلوگرم حسب بر مختلف اشیاء وزن داده ها، (این

کنیم. استفاده میانه مرکزی شاخص از است بهتر (١

کنیم. استفاده معیار انحراف پراکندگی شاخص از است بهتر (٢

نیست. مناسب داده ها، این نمایش برای دایره ای نمودار (٣

می شود. محسوب داده ها، تحلیل جزء داده ها، این چارک های یافتن (۴

تست:

٢ گزینه پاسخ:

چارکی) میان (دامنه IQR پراکندگی شاخص از است بهتر می شود، مشاهده داده ها، بین در ١۴٠٠ افتاده دور داده چون

کنیم. استفاده

آمار در کاربردی نموداری

افتاده دور داده وقتی یعنی هستند، داده ها توصیف برای مناسبی شاخص های معیار، انحراف و میانگین که داده هایی در

مستطیل ارتفاع نمودار، این در است. برعکس چوبی بستنی یک شبیه که کنیم استفاده نموداری از می توانیم نداریم،

می دهد. نشان را معیار انحراف بستنی) چوب (اندازه آن خطای میله و میانگین نشان دهنده
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است. ٣ معیار انحراف و ٢٠ میانگین زیر، نمودار در

٢٣

٢٠
معیار انحراف

میانگین

⇒ X = ٢٠, σ = ٢٣− ٢٠ = ٣

٢٩ مثال

برعکس)، بستنی (نمودار معیار انحراف و میانگین به فقط نمی توانیم باشیم، داشته افتاده دور داده هایی یا داده اگر

پس کنیم. استفاده جعبه ای نمودار از باید موارد این در باشد، گمراه کننده می تواند میانگین چون کنیم، اکتفا

باشیم، نداشته اطلاعی دورافتاده داده های وجود از اگر است. جعبه ای نمودار نمودار، مطمئن ترین کمی، متغیر برای

می کنیم استفاده وقتی فقط و فقط برعکس، بستنی نمودار از پس کنیم استفاده جعبه ای نمودار از است بهتر هم باز

نداریم. افتاده دور داده هایی یا داده باشیم، مطمئن که

مهم نکته

جعبه ای نمودار

(Q٢) دوم چارک میانه، خود به و (Q٣) سوم چارک داده ها، دوم نیمه میانه به ،(Q١) اول چارک داده ها، اول نیمه میانه به

می شود. گفته

رسم روش

می کنیم. مرتب را داده ها ابتدا (١

می آوریم. به دست را ،(Q٢) دوم چارک یعنی داده ها میانه (٢

می آوریم. به دست را (Q٣) داده ها دوم نیمه میانه و (Q١) داده ها اول نیمه میانه (٣

می کنیم. مشخص را داده بزرگترین و کوچکترین (۴
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می کنیم. رسم را نمودار مقابل، شکل مطابق (۵

یک هر در داده ها تعداد باشد. جعبه وسط در درست ندارد لزومی و دارد داده ها به بستگی ،Q٢ گرفتن قرار محل

٢١ ١٧ ۵١ ١۵ ١٢ ١٠ سن

١٣ ١٢ ١٠ ۴١ ١۶ ١١ درسی مطالعه زمان مدت

است. ٪٢۵ یا ١
۴ با برابر بازه چهار از

کنید. رسم را آن جعبه ای نمودار باشد. نفره ٢۵ کلاس یک ادبیات شده مرتب نمرات زیر، داده های کنید فرض

۵, ١١, ١١/۵, ١٢/۵, ١٢/٧۵, ١٣, ١٣, ١۵/۵

١۶, ١۶/٢۵, ١۶/٢۵, ١۶/۵, ١۶/۵, ١۶/٧۵, ١٧/٧۵, ١٧/٧۵

١٨, ١٨/۵, ١٨/۵, ١٨/۵, ١٩, ١٩, ١٩/٢۵, ٢٠, ٢٠

٣٠ مثال

است. ٢٠ نمره بیشترین و ١٨/۵ سوم چارک ،١۶/۵ دوم) (چارک میانه ،١٣ اول چارک ،۵ نمره کم ترین پاسخ:

بود: خواهد زیر به صورت داده ها، این جعبه ای نمودار بنابراین

Q١ Q٢ Q٣

کوچکترین
داده

چارک
اول

دوم چارک
(میانه)

چارک
سوم

بزرگترین
داده

١۵ تغییرات دامنه ی ،١۶/۵ برابر میانه نمودار، این در

(R = داده −بزرگترین داده کوچکترین = ٢٠− ۵ = ١۵)

می دانیم چارک ها تعریف مطابق است. IQR = Q٣ − Q١ = ١٨/۵ − ١٣ = ۵/۵٠ چارکی، میان دامنه و

بازه در مثلا دانش آموزان نمرات بنابراین است. ١٨/۵ تا ١۶/۵ بازه برابر ،١٣ تا ۵ بازه های در دانش آموزان تعداد

است. بوده پراکنده تر ١٣ تا ۵ بازه در و فشرده تر ١٨/۵ تا ١۶/۵

بازه این در داده ها، باقی از متفاوت دورافتاده ای داده های یا داده که زد حدس می توان ١٣ تا ۵ بازه طول به توجه با

دارد. وجود
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است. شده رسم محور یک روی که است شرکت دو کارمندان ماهیانه حقوق به مربوط زیر، جعبه ای نمودارهای

کنید. مشخص را زیر عبارت های از یک هر نادرستی یا درستی نمودارها، به توجه با

است. اول شرکت کارمندان حقوق کمترین از کمتر دوم، شرکت کارمندان درصد ۵٠ تقریباً حقوق الف)

براساس را افراد شرکت، دو این و باشد داشته متوسطی تجربه و تحصیلات سطح کارمندی اگر ب)

است. مناسب او برای اول شرکت کنند، انتخاب شایستگی هایشان

است. مناسبی مرکز به گرایش معیار میانگین، دوم، شرکت در پ)

٣١ مثال

٠ ٢ ۴ ۵ ۶ ٨ ١٠ ١٢١٣ ١۴ ١۶١۶/۵١٨١٨/۵٢٠

کارکنان حقوق کمیته با برابر و تومان میلیون ١ دوم شرکت کارکنان حقوق میانه زیرا است، درست الف) پاسخ:

است. اول شرکت

داشت، خواهد دو، شرکت به نسبت بهتری وضعیت یک، شرکت در متوسط کارمند یک زیرا است، درست ب)

است. دو شرکت میانه از بیشتر شرکت، این میانه زیرا

به گرایش معیار میانه، بنابراین نیست، متقارن داده ها، تفریح و داریم افتاده دور داده زیرا است، نادرست پ)

است. مناسبی مرکز،

مورد اشیاء یا افراد تعداد باید کنیم، گزارش درصد به صورت را ترتیبی) یا (اسمی کیفی متغیرهای بخواهیم اگر

کنیم. بیان درصد به همراه نیز را بررسی

مهم نکته
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سال به نسبت درصد ۵ به اندازه B مدرسه در و درصد ١٠٠ اندازه به A مدرسه در کنکور قبولی امسال کنید فرض

عملکرد قطعاً گفت می توان آیا می شوند) فرض یکسان مدرسه، دو دانش آموزان (تعداد باشد، داشته افزایش قبل،

است؟ B مدرسه از بهتر ،A مدرسه

٣٢ مثال

درصد ١٠٠ با باشد، نفر ٣ پارسال قبولی های تعداد ،A مدرسه در مثلا اگر زیرا است، منفی جواب پاسخ:

در اگر ولی .(٣ + ١٠٠
١٠٠ × ٣ = ٣ + ٣ = ۶) می رسد. نفر ۶ به قبولی ها تعداد دارد، امسال که افزایشی

می رسد نفر ٢١ به قبولی ها تعداد امسال افزایش، درصد ۵ با باشد، نفر ٢٠ پارسال قبولی های تعداد ،B مدرسه

.٢٠ + ۵
١٠٠ × ٢٠ = ٢٠ + ١ = ٢١

عملکرد مثال این (در کیفی متغیرهای در که است دلیل به همین است، بهتر ،B عملکرد امسال، که می بینید پس

شوند. گزارش تعداد به همراه باید درصدها مدرسه ها)،

جدید) ایده های بررسی، و نقد (نتیجه گیری، نتیجه گیری و بحث (۵

می خواهیم آورند، بدست (۴) مرحله در که آماری نمودارهای هم چنین و پراکندگی و مرکزی شاخص های کمک به حالا

محدودیت های به توجه نتایج، تفسیر در کنیم. پیدا اصلی مسئله برای پاسخی و بپردازیم آمده به دست نتایج تفسیر به

مورد آماری جامعه به فقط را نتایج توانیم می حالت، بهترین در است. مهم بسیار داده ایم، انجام که بررسی هایی

نتایج شود، انتخاب دیگر نمونه یک اگر می شود، انجام نمونه گیری وقتی همیشه کنید دقت دهیم. تعمیم بررسی،

درنمی آیند. یکسان آماری، جامعه نتایج با درصدی ١٠٠ به طور آمده، به دست نتایج پس آمد، خواهد به دست متفاوتی

مسائل حل در آمار چرخه یکپارچگی

ویژگی های باید کند، می بررسی و تحلیل را داده ها که فردی یا و باشند خبر با مطالعه کلی اهداف از باید آمارگیران

را آن ویژگی های که می شود انجام منطقه ای در مطالعه اگر بشناسند. به خوبی را بررسی مورد موضوع با آماری جامعه

در دارد. قرار اولویت در آن ها، دانش و بگیریم کمک باید منطقه اهالی دانش از گام ها، تمامی در نمی شناسیم، به خوبی

بود. نخواهد مطلوب لزوماً نهایی، نتیجه غیراین صورت،

شاخص های نقد برای مثلا می دهد. قرار تأثیر تحت شدت به را دیگر گام های آمار، چرخه گام های از یک هر اجرای کیفیت

نقد را پراکندگی شاخص نشدن گزارش یا و میانه یا میانگین گزارش اجرای می توانیم تنها نه مطالعه، یک در شده گزارش

پرسش و تردید نیز چرخه دیگر گام های موارد تمامی و داده ها ورود نوع اندازه گیری، شیوه نمونه گیری، درباره باید بلکه کنیم،

۵٢



احتمال و آمار .١ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

باشیم. داشته

خوب را آن ها با مرتبط عوامل و متغیرها بررسی، مورد مسئله نیازمندیم آمار، با مرتبط مسئله حل گام های تمام در تذکر

نیست. ممکن بررسی، مورد موضوع زمینه کارشناسان همکاری و گروهی کار بدون امر، این بشناسیم.
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۴٠ صفحه تمرین های حل

یادگیری برای بیشتری مشکلات دبستان مقطع در نیست، فارسی مادر ی شان زبان که کودکانی می رسد نظر به .١

مادری زبان منطقه، جنسیت، تحصیلی، پایه ی نظر (از محدود آماری جامعه ی یک انتخاب با دارند. درسی مفاهیم

کنید. بیان شفاف و دقیق به صورت را مسئله این مناسب تصادفی متغیر انتخاب و ( و...

(مقایسه ی سنندج در مدرسه ای دبستان اول پایه ی زبان کرد دختر دانش آموزان اول نیم سال معدل بررسی پاسخ:

متوسط با آن مقایسه ی یا فارسی گویش با اجتماعی-اقتصادی نظر از مشابه شهری در مشابه مدرسه ای با آن

آماری جامعه ی و اندازه گیری قابل متغیری با که دیگری پاسخ (هر کشور) کل اول پایه ی دختر دانش آموزان معدل

است.) قبول قابل برسد مسئله این حل به مشخص

تصادفی انتخاب با نفره ٢٨ کلاس یک در می خواهیم زیست محیط بر نقل و حمل مختلف شیوه های تأثیر به توجه با .٢

آمده اند؟ مدرسه به زیر شیوه های از یک کدام به بیشتر گذشته هفته ی در بپرسیم آن ها از دانش آموزان، از نفر ٩

دوچرخه با یا پیاده •

عمومی نقل و حمل وسایل با •

شخصی خودرو یا مدرسه سرویس با •

کنید. مشخص را نمونه اندازه ی و جامعه اندازه ی آماری، نمونه ی آماری، جامعه ی مطالعه این در الف)

تصادف به که دانش آموزی ٩ آماری: نمونه ی کلاس؛ این دانش آموزان تمامی آماری: جامعه ی پاسخ:

.٩ نمونه: اندازه ی ٢٨؛ جامعه: اندازه ی شده اند؛ انتخاب

این جمع آوری در است ممکن مشکلاتی چه کرد؟ گردآوردی را مطالعه این داده های می توان روشی چه با ب)

دهد؟ رخ داده ها

پیاده دانش آموزان برخی است ممکن کنیم. گردآوری را داده ها پرسش نامه یک طراحی با می توانیم پاسخ:

کنیم. فکر مسائل این به باید داده ها گردآوری از قبل برگردند. اتوبوس با ولی بیایند مدرسه به

کنید. مشخص را اندازه گیری مقیاس و متغیر نوع چیست؟ مطالعه این بررسی مورد تصادفی متغیر ب)

بر آن ها تأثیر براساس مسئله این در نقل و حمل شیوه های اینکه به توجه با نقل؛ و حمل شیوه ی پاسخ:

این زیست) محیط برای زیان بارترین تا زیست محیط با سازگارترین (از شده اند طبقه بندی زیست محیط

است. ترتیبی کیفی متغیر
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مناسب اند؟ مطالعه این نتایج گزارش برای آماره هایی چه و نمودارها چه ت)

کنیم. استفاده نتایج گزارش برای درصد و تعداد از و دایره ای یا میله ای نمودار از می توانیم پاسخ:

دهیم تعمیم تحصیلی سال کل به کلاس این دانش آموزان آمد و رفت شیوه ی به را نتایج این می توانیم آیا ث)

دهید. توضیح نیم سال)؟ پایان آزمون های برگزاری زمان یا مختلف فصل های به مثلا)

برگزاری زمان یا مختلف فصل های در دانش آموزان آمد و رفت شیوه ی است ممکن زیرا خیر؛ پاسخ:

کند. تغییر و نباشد این طور نیم سال پایان آزمون های

توضیح می شد؟ حاصل مشابهی نتایج لزوماً آیا می کردیم، انتخاب تصادف به را کلاس این از دیگر نفر ٩ اگر ج)

دهید.

دهم پایه ی در که نکته این به اینجا در است (لازم شود حاصل متفاوتی نتایج است ممکن خیر؛ پاسخ:

(تعداد نمونه آماره ولی است ثابتی مقدار کلاس) کل در درصد و (تعداد جامعه پارامتر که شود اشاره بود آمده

می کند). تغییر و است نمونه گیری از متأثر گرفته اند) قرار نمونه در که افرادی در درصد و

بهبود برای دهید. توضیح را شده انتخاب نمونه های با آماری جامعه ی تناسب عدم علت زیر موارد از یک هر در .٣

می گذارد؟ تأثیر نتایج بر چگونه موارد از یک هر در نمونه نادرست انتخاب دارید؟ پیشنهادی چه نمونه گیری

شبانه روزی کارگاه یک کارمندان بین در شغلی رضایت میزان بررسی مسئله: الف)

روز شیفت ارشد مدیران از تعدادی تصادفی انتخاب نمونه:

شیفت ارشد مدیران فقط نمونه در اما هستند. شیفت ها تمامی در کارمندان تمامی آماری جامعه ی پاسخ:

رضایت میزان است ممکن و می دهد قرار تأثیر تحت را نتایج نمونه گیری این دارند. حضور شانس روز

تمامی لیست از باید شود. گمراه کننده نتایج و باشد بالاتر شب شیفت ساده ی کارمندان به نسبت افراد این

کنیم. انتخاب را افرادی تصادفی به صورت شیفت ها همه ی کارمندان

تلویزیون کودک برنامه های از رضایتشان میزان مورد در شهر یک مادران از نظرسنجی مسئله: ب)

صبح ١٠ تا ٨ ساعت بین مراجعه و شهر آن مناطق تمامی از منازل برخی تصادفی انتخاب نمونه:

را نتایج می تواند مشکل این و ندارند حضور شانس شاغل مادران نمونه گیری شیوه ی این در پاسخ:

کرد. موکول شبانه روز از مختلفی ساعات یا عصرها به می توان را داده ها گردآوری دهد. قرار تأثیر تحت

شود. نقد دانش آموزان دیگر توسط و گیرد قرار بررسی و بحث مورد می بایست دانش اموزان (پیشنهادهای

است.) قبول قابل دهد برابر حضور شانس جامعه افراد تمامی به که پیشنهادی هر
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چند متوسط به صورت اینکه درباره ی بوشهر دو منطقه ی دوازدهم پایه ی دانش آموزان از نظرسنجی مسئله: پ)

می دهند. اختصاص مدرسه تکالیف انجام به را روز در ساعت

مشارکت مطالعه این در داوطلبانه به صورت که منطقه این از مدرسه یک دوازدهم پایه ی دختران نمونه:

کرده اند.

که باشند دانش اموزانی است ممکن مشارکت داوطلبان گرفته اند. قرار بررسی مورد دختران فقط پاسخ:

کند. منحرف واقعی نتایج از را ما می تواند نمونه گیری نوع این و می دهند انجام مرتب را خود تکالیف

افرادی تصادفی به صورت و کرد تهیه منطقه این مدارس پسران) و (دختران دانش آموزان از لیستی می توان

کرد. انتخاب را

نشده ساخته فعالیت چند هم زمان انجام برای انسان مغز که می دهد نشان اعصاب علوم دانشمندان «مطالعات .۴

با دارد ما مغز واقع در هستیم هم زمان به صورت کار چند دادن انجام مشغول می کنیم گمان ما که بار هر و است

و مطالعه مشغول وقتی است. جدید اتفاقات و خبرها تشنه ی انسان مغز پرد. می دیگر کار به کاری از سرعت

آن کشف منتظر بی تابانه که ما، مغز می شنویم خود تلفن از را پیام یک دریافت صدای ناگهان و هستیم یادگیری

هنگام دانش آموزی اگر مثلا که می دهد نشان مطالعات این نیست. متمرکز کار یک روی دیگر است، جدید اطلاع

درسی مطالب کند، دنبال اجتماعی شبکه ی یک در را گفت و گویی یا کند تماشا تلویزیون هم زمان یادگیری، و مطالعه

می شود.» فرستاده مهارت ها قسمت به برود ایده ها و حقایق قسمت به اینکه به جای

دانش آموز ٢۵ تحصیلی عملکرد نمره ی گرفتند تصمیم مدرسه نشریه ی در مطلب این خواندن از پس سهراب و سعید

٢۵ با یک) (گروه دهند می قرار بی صدا حالت در را خود همراه تلفن مطالعه، هنگام که را مدرسه دوازدهم پایه ی

است: شرح این به مطالعه این نتایج کنند. مقایسه دو) (گروه نمی کنند را کار این که دیگر دوازدهم پایه ی دانش آموز

٠ ٢ ۴ ۵ ۶ ٨ ١٠ ١٢ ١٣ ١۴١ ٣ ٧ ٩ ١١

١ شرکت

٢ شرکت

حقوق

می گیرید؟ نتیجه ای چه دو گروه سوم چارک با یک گروه میانه ی مقایسه ی از الف)

داشته اند. دو گروه دانش آموزان درصد ٧۵ به نسبت بهتری عملکرد یک گروه دانش آموزان از نیمی پاسخ:
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کنید. مقایسه چارکی میان دامنه ی و تغییرات دامنه ی از استفاده با را گروه دو پراکندگی ب)

دو گروه از بیشتر یک گروه چارکی میان دامنه ی و یک گروه از بیشتر دو گروه تغییرات دامنه ی پاسخ:

است.

می گیرید؟ نتیجه ای چه دوم گروه اول چارک با یک گروه کمینه ی مقایسه ی از پ)

دارند. دو گروه دانش آموزان درصد ٢۵ به نسبت بهتری عملکرد یک گروه دانش آموزان تمامی پاسخ:

باشد؟ گمراه کننده تواند می معیار انحراف و میانگین گزارش گروه کدام در ت)

نمودار). اول چهارم یک (کشیدگی دارد کوچکی افتاده ی دور داده های یا داده دو گروه می رسد نظر به پاسخ:

نیست. مناسب گروه این برای (معیار) استاندارد انحراف و میانگین گزارش دلیل به همین

هستند؟ نزدیک تر هم به میانه و میانگین مقدار گروه کدام در ث)

نزدیک تر میانه و میانگین نتیجه در و است متقارن تر داده ها توزیع یک گروه در می رسد نظر به پاسخ:

هستند.

داد؟ تعمیم می توان جامعه ای چه به را مطالعه این نتایج ج)

سهراب و سعید مدرسه ی دوازدهم پایه ی دانش آموزان پاسخ:

ساعت چند آن ها نظر به پرسیده ایم مدرسه یک یازدهم پایه ی انسانی علوم دانش آموز ١۵ از نظرسنجی یک در .۵

است: شرح این به جمع آوری شده داده های است. مناسب فیلم یا کتاب نقد جلسات برگزاری برای ماه در آموزشی

١٢ ١۴ ٢٠ ٢٢ ١٨ ٢٠ ٠ ۴ ۶ ١٣ ١٢ ١٠ ١٢ ١٠ ١۶

سوم چارک و اول چارک میانه، اما شود بیشتر معیار انحراف و میانگین که دهید تغییر طوری را داده ها این الف)

نکند. تغییر

مانند عددی ،(٢٢) داده بزرگ ترین جای به اگر مثلا که می شویم متوجه داده ها کردن مرتب از پس پاسخ:

نمی کنند. تغییر چارک ها و میانه ولی می شوند بزرگ تر استاندارد انحراف و میانگین بگذاریم ٣٢

که کنید انتخاب طوری را نفر دو این داده های کنیم. اضافه نمونه این به دیگر نفر دو می خواهیم کنید فرض ب)

نکند. تغییر میانه و میانگین

با عدد دو اگر میانگین، برای ثقل مرکز مفهوم به توجه با است. ١٢/۶ داده ها این میانگین پاسخ:

کرد. نخواهد تغییر میانگین شود اضافه داده ها به میانگین) از بیشتر دیگری و کمتر (یکی برابر فاصله های

عدد دو مثلا گیرد. قرار (١٢) میانه و (١٢/۶) میانگین بین عددی نباید نکند تغییر نیز میانه بخواهیم اگر

مناسب اند. ١٣/۶ و ١١/۶
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کلاس سه دانش آموزان تمامی بررسی با مطالعه ای در آوا و ندا یادگیری، بر خواب کیفیت و کمیت تأثیر به توجه با .۶

پس آن ها کردند. ثبت ساعت حسب بر گذشته هفته ی در را دانش آموزان این خواب ساعت میانگین دهم پایه ی

بلندی نمودارها این (در دادند. نمایش زیر نمودارهای صورت به را نتایج آن، درستی بررسی و داده ها گردآوری از

است.) معیار انحراف نشان دهنده ی خطا میله ی و میانگین نشان دهنده ی مستطیل

١٠ ١٢ ١۴ ١۶ ١٨ ٢٠

گروه ١

گروه ٢

نمره

دانش آموزان از که (هنگامی کند؟ دور واقعیت از را نتایج داده ها گردآوری هنگام است ممکن عواملی چه الف)

هر که آورند یاد به درستی به می توانند آن ها آیا می پرسیم گذشته هفته ی در خوابشان ساعت میانگین به راجع

راهکاری چه مشکل این حل برای کنند؟ اعلام درستی به را میانگین بتوانند تا خوابیده اند ساعت چند شب

می کنید؟) پیشنهاد

تهیه پرسش نامه ای است بهتر بگذارد. تأثیر نتایج بر می تواند خواب ساعت های کردن فراموش پاسخ:

کنند. یادداشت را خود خواب میزان شب هر هفته طول در بخواهیم آن ها از و کنیم

کنید. مشخص را مطالعه این در بررسی مورد اندازه گیری مقیاس و متغیر نوع ب)

نسبتی کمی، پاسخ:

بنویسید. زیر جدول در تقریبی به صورت را نتایج نمودارها، اطلاعات از استفاده با ت)

٠

٢

۴

۶

٨

١٠

١٢

١۴

کلاس١ کلاس٢ کلاس٣

۵٨
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پاسخ جدید مسئله ای بیان با می توانیم چگونه دهد؟ قرار تأثیر تحت را مطالعه این نتایج می تواند عواملی چه ث)

کنیم؟ پیدا مسئله این برای دقیق تری

دانش آموزان خواب میزان که داشته آزمونی مطالعه این انجام زمان در کلاس ها از یکی است ممکن پاسخ:

مطالعه اینکه یا باشد برقرار کلاس ها بین هماهنگی نظر این از است بهتر دهد. قرار تأثیر تحت را کلاس آن

شود. انجام هفته) (چند طولانی تری زمان در

چگونه؟ کنند؟ کمک ما به مطالعه این بهتر اجرای در می توانند کسانی چه ج)

اندازه گیری در می توانند آموزشی مشاوران و والدین روان شناسان، خواب، اختلالات متخصصین پاسخ:

کنند. کمک ما به اجرا و مناسب پرسش نامه ی یک طراحی و

مدرسه از خارج از مدرسه، دانش آموزان از غیر به پیش سال دو از کتاب خوانی فرهنگ ترویج به منظور مدرسه ای .٧

مذکور گروه دو در کتابخانه جدید اعضای فراوانی تغییرات روند نشان دهنده ی زیر میله ای نمودار می پذیرد. عضو نیز

است.

٣ کلاس ٢ کلاس ١ کلاس

٨ ٩ ٧ میانگین

١/۵ ٢/۵ ١ معیار انحراف

شده اند؟ کتابخانه عضو مدرسه خارج از نفر چند گذشته سال الف)

نفر ٣٠ پاسخ:

عضو مدرسه این دانش آموزان از تعداد چه آینده سال می کنید پیش بینی تغییرات، این روند به توجه با ب)

شوند؟ کتابخانه

نفر ٣٠ پاسخ:

رسم جداگانه دایره ای نمودار یک سال سه این از یک هر برای شده، داده میله ای نمودارهای از استفاده با ت)

کنید.

۴٠
٨٠ × ٣۶٠ = ١٨٠ ۵٠

٨٠ × ٣۶٠ = ٢٢۵ ۶٠
٨٠× = ٢٧٠ مدرسه دانش آموزان

٣۶٠− ١٨٠ = ١٨٠ ٣۶٠− ٢٢۵ = ١٣۵ ٣۶٠− ٢٧٠ = ٩٠ اعضا سایر

پاسخ:

۵٩
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٠

١٠

٢٠

٣٠

۴٠

۵٠

۶٠

٧٠

پیش سال دو پارسالامسال

مدرسه آموزان دانش اعضا سایر

است؟ شده تغییرات روند این موجب عواملی چه شما نظر به ث)

کتابخانه فضای شلوغی مثلا است. پذیرفته کند توجیه را نتایج بتواند که دانش آموزان از پاسخی هر پاسخ:

کمک های یا بیشتر عضویت حق دلیل به مدرسه از خارج افراد ثبت نام به کتابخانه تمایل ناآشنا، افرادی با

دانش آموزان سلایق از کتاب ها مدرسه خارج اعضای افزایش با زمان مرور به اینکه یا و کتابخانه به آن ها

است. شده دور

زیر دایره ای نمودار در سنی مختلف گروه های در را نمایش سالن یک (از بازدیدکنندگان فراوانی مطالعه ای نتیجه ی .٨

٢٠ سنی گروه به مربوط درجه ٩٠ سال، ٢٠ زیر سنی گروه به مربوط درجه ۵۴ نمودار این در ) است. داده نمایش

است.) سال ۶٠ تا ۴٠ سنی گروه به مربوط مابقی و سال ۴٠ تا

اعضا مدرسهسایر دانش آموز

امسال

اعضا مدرسهسایر دانش آموز

پارسال

اعضا مدرسهسایر دانش آموز

پیش سال دو

دارند؟ سن سالن ۶٠ تا ۴٠ بین بازدیدکننده افراد درصد چند نمودار، این به توجه با الف)

درصد ۶٠ پاسخ:

سال ۶٠ تا ۴٠ سنی گروه به مربوط درجه : ٣۶٠− (٩٠ + ۵۴) = ٢١۶
٢١۶
٣۶٠
× ١٠٠ = ۶٠

بازدیدکنندگان بیشتر گفت:« و دانست غیرواقعی را آن نتایج، مشاهده از پس سالن، این بلیت فروش مسئول ب)

۶٠
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واقعیت از شکل بدین را مطالعه این نتایج می توانند کدام زیر موارد از دارند» سال ۴٠ از کمتر سالن این

باشد؟ کرده دور

نداشته اند. پرسشگر سؤالات به پاسخ گویی به تمایلی سال چهل از کمتر افراد از بسیاری ✓

گرفته اند. قرار نمونه در بیشتری بازنشستگان و است شده انجام اداری ساعات در داده ها گردآوری ✓

داشته اند. حضور بازدید برای مدرسه طرف از بسیاری دانش آموزان داده ها، گردآوری هنگام ×

دیده که همان طور است. تصادف زمان در آن ها حرکت سرعت و خودروها تصادف تعداد نشان دهنده ی زیر جدول .٩

سال ۶٠ تا سال۴٠ ۴٠ تا سال٢٠ ٢٠ زیر

هرچه پس:« است. کمتر بوده، ساعت در کیلومتر ٩٠ از بیش سرعتشان که خودروهایی تصادف تعداد می شود،

است.» امن تر و مطمئن تر بروید، سریع تر

است؟ شده ایجاد تصور این چرا دارد؟ اشکالی چه بالا نتیجه گیری

کرده حرکت سرعت آن با خودرو چند سرعت هر در که نمی دانیم زیرا نیست. صحیح نتیجه گیری این پاسخ:

صد در صد که دهد می نشان نتایج این باشد، کرده حرکت ١٢٠ تا ١١٠ بین سرعت با خودرو ١٠ اگر مثلا است.

تصادف های تعداد نسبت باید بلکه شود گزارش فراوانی نباید داده ها صحیح تحلیل برای داشته اند. تصادف آن ها

مسئله این در اطلاعات (این شود. گزارش می کرده اند حرکت دسته ان سرعت با که خودروهایی تعداد به دسته هر

نیست.) موجود

۶١



٢ فصل

خطی الگوهای

خطی الگوهای دوم- فصل کلی اهداف

مفاهیم به کاربردی ١-نگاهی
متفاوت پدیده های توصیف در ریاضی

مفاهیم دیدن معنادار و پیرامون محیط
ریاضی.

و مدل سازی برای ریاضی نمایش های ٢-به کارگیری
مختلف. پدیده های درک و تفسیر

و غیرریاضی و ریاضی مفاهیم میان مفهومی ٣-ارتباطات
واقعی. وضعیت های و موقعیت ها تحلیل و تجزیه

واقعی. دنیای از پدیده هایی برخی در خطی الگوهای با ۴-آشنایی
آن. نمودار رسم و دنباله مفهوم با ۵-آشنایی

توصیف در آن کارگیری به و حسابی دنباله مفهوم با ۶-آشنایی
مختلف. پدیده های برخی

و پاسخ باز مسائل طرح و مسئله حل در ٧-توانایی
مسئله. حل راهبردهای کارگیری به

به عنوان ریاضی به مثبت نگرش ٨-ارتفای
و درک برای اساسی و قدرتمند ابزاری

واقعی. دنیای از مسائلی حل

۶٢
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دنباله و اول-مدل سازی درس

مدل سازی:

راهی دنبال یعنی کنیم، شبیه سازی ریاضی دنیای در را واقعی دنیای از مسائل سری یک می کنیم سعی ما وقت ها، بعضی

می گوییم. مدل سازی کار این به بنویسیم. ریاضی رابطه یک آن برای بتوانیم که می گردیم

است، ایستگاه ۶ دارای مسیر یک در که اتوبوسی از ایستگاه، هر در نفر چند می دهد نشان روبرو، میله ای نمودار

شده اند. پیاده

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶

۵

١٠

١۵

٢٠

٣٠

٢۵

شده پیاده مسافران تعداد

ایستگاه شماره

٣٣ مثال

پیاده مسافران تعداد اول، ایستگاه سه در که می بینیم می نویسیم: جدول یک در را میله ای نمودار این اطلاعات پاسخ:

۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ (n) ایستگاه شماره

٣٠ ٢٠ ١٠ ١۵ ١٠ ۵
شده پیاده مسافران تعداد
(f(n)) ایستگاه هر در

ایستگاه در شده پیاده مسافران تعداد f(n) و ایستگاه شماره n اگر پس است: ایستگاه شماره برابر ۵ ایستگاه، هر در شده

٣ ٢ ١ n

١۵ ١٠ ۵ f(n)

داریم: باشد، nاُم

f(n) = ۵n; n = ١, ٢, ٣

۶٣
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مسافران تعداد کنیم، ضرب ١٠ در و کنیم ٣ منهای را ایستگاه شماره اگر ،(۶ و ۵ ،۴ (ایستگاه های آخر ایستگاه سه در

داریم: پس می آید، دست به ایستگاه، هر در شده پیاده

f(n) = (n− ٣)× ١٠; n = ۴, ۵, ۶

دهیم: نشان می توانیم ضابطه ای، دو تابع یک با را بالا داستان کل

f(n) =

{
۵n; n = ١, ٢, ٣
١٠(n− ٣); n = ۴, ۵, ۶

مدل سازی ریاضی، رابطه یک با را ایستگاه هر در شده پیاده مسافران تعداد و ایستگاه شماره بین رابطه ما این جا، در

هستند: ۶ تا ١ طبیعی اعداد تابع، این دامنه کردیم.

Df = {n ∈ N ; ١ ⩽ n ⩽ ۶} = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶}

است: رو به رو مجموعه آن، برد و

Rf = {۵, ١٠, ١۵, ٢٠, ٣٠}

دامنه است ممکن مسائل، بعضی در بود. طبیعی اعداد از زیرمجموعه ای شده، مدل سازی تابع دامنه دیدیم، که مثالی در

کنید: دقت زیر، به مثال های باشد. حقیقی اعداد از زیرمجموعه ای تابع، دامنه یعنی باشد، حقیقی اعداد از بازه یک تابع،

سال: یک در اراک شهر ماهیانه بارش میانگین (١

می شود اسفند و ... ،٢ می شود اردیبهشت ،١ می شود فروردین دهیم: نسبت شماره سال، ماه های به باید این جا، در

است. طبیعی اعداد زیرمجموعه که ١٢ و ... ،٣ ،٢ ،١ می شود ورودی همان یا دامنه پس .١٢

تهران: شهر منطقه ٢٢ از یک هر معلمین تعداد (٢

برد یا خروجی و می شود ٢٢ تا ١ از طبیعی اعداد شامل که است منطقه شماره ما، دامنه همان یا ورودی این جا،

است. طبیعی اعداد از زیرمجموعه ای هم، موضوع این مدل تابع دامنه پس است. مناطق معلمین تعداد تابع،

a ضلع به مربعی مساحت (٣

می تواند a چون است. a٢ یعنی مربع مساحت (برد)، خروجی و a یعنی مربع ضلع (دامنه)، ورودی جا این  در

است. مثبت حقیقی اعداد از زیرمجموعه ای آن، مدل تابع دامنه پس باشد، هم اعشاری اعداد شامل

۶۴
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است؟ N از زیرمجموعه ای آنها، از یک کدام دامنه باشد، زیر مسئله های از کدام هر ریاضی مدل تابع f اگر

r شعاع به دایره ای محیط (١

بازی از لحظه هر در فوتبال بازیکن یک قلب ضربان تعداد (٢

الان تا سال اولین از لالیگا قهرمان تیم توسط شده زده گل های تعداد (٣

ماشین یک لحظه ای سرعت (۴

تست:

٣ گزینه پاسخ:

می کنیم: بررسی را گزینه ها همه

است. مثبت حقیقی اعداد زیرمجموعه آن، مدل تابع دامنه پس باشد، می تواند هم اعشاری اعداد دایره، شعاع چون (١

می تواند دهیم، نشان (... یا دقیقه (یا ثانیه حسب بر را زمان این اگر است، بازی از لحظه هر ورودی این جا، در (٢

است. R زیرمجموعه آن، مدل تابع دامنه پس بگیرد، هم اعشاری اعداد

،١٩٠١ سال های در بعد به سال آن از بوده، ١٩٠٠ سال شده، شروع لالیگا مسابقات که سالی اولین کنیم فرض (٣

٢٠١٨ ،... ،١٩٠١ ،١٩٠٠ اعداد که است واضح است. زده گل تعدادی قهرمان تیم سال هر ،٢٠١٨ ، ... ،١٩٠٢

هستند. N از زیرمجموعه ای

مثلا) اعشاری اعداد می تواند لحظه این شروع، زمان از چون است، دامنه ماشین، حرکت از لحظه هر این جا، در (۴

است. R زیرمجموعه آن دامنه پس بگیرد، حرکت) از بعد ثانیه ۴٢/٨٣

۶۵
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کنیم: طی را زیر روند باید ،R یا است N زیرمجموعه تابع یک دامنه کنیم تعیین که آن برای

را چیزی مقدار اگر مثلا است، R زیرمجموعه آن دامنه بگیرد، اعشاری عدد بتواند تابع (ورودی) دامنه اگر (١

دایره ای مثل هندسی، شکل یک مساحت و محیط اگر یا است R زیرمجموعه دامنه بخواهیم، لحظه هر در

است. R زیرمجموعه دامنه بخواهیم، را r شعاع به

متغیر یک مقدار که مسائلی مثل است، N زیرمجموعه آن دامنه بگیرد، اعشاری عدد نتواند تابع دامنۀ اگر (٢

ماهانه گاز مصرف مقدار مثلا می کند. بررسی متوالی سال های یا متوالی ماه های یا متوالی روزهای در را

سال در خانه یک

٧ نکته

است؟ شده نوشته نادرست آن ها، از یک کدام دامنه باشد، زیر گزینه های از کدام هر ریاضی مدل ،f تابع اگر

(N) ایران کشور سالیانه جمعیت رشد نرخ (١

(N) تحصیلی ترم هر در مهسا دانشگاهی دروس معدل (٢

(R) لحظه هر در خانه دمای (٣

(R) سال اول از خانه یک ماهیانه برق مصرف (۴

تست:

می کنیم: بررسی را گزینه ها ،۴ گزینه پاسخ:

طبیعی عدد یک ورودی، پس می دهد. ما به خروجی، به عنوان را کشور رشد نرخ و گرفته را سال شماره تابع، این (١

است. N آن دامنه پس است، سال) (شماره

است ترم شماره ورودی گزینه، این در می دهد. را ترم آن در مهسا معدل و گرفته را نظر مورد ترم شماره تابع، این (٢

است. طبیعی عددی که

که است زمان از لحظه ای هر دامنه است. R زیرمجموعه دامنه شد، لحظه هر در متغیر یک مقدار از حرف هرجا، (٣

باشد. هم اعشاری می تواند

۶۶
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طبیعی، عدد یک ورودی پس می دهد. ما به خروجی، به عنوان را برق مصرف میزان و گرفته را ماه شماره تابع، این (۴

است. ماه) (شماره

دنباله:

با متناظر اعداد است. شده نوشته آن در رفته کار به کبریت های چوب تعداد شکل، هر زیر کنید. نگاه زیر شکل های به

شکل(١) شکل(٢) شکل(٣)

۴ ٧ ١٠

شکل(۴)

١٣

است: روبه رو به صورت شکل ها، این کبریت های چوب تعداد

۴, ٧, ١٠, ١٣, . . .

می گوییم. دنباله می گیرند، قرار هم دنبال به حقیقی عدد تعدادی آن، در که حقیقی اعداد نمایش مدل این به

هستند. دنباله این از جمله یک ... و ١٣ ،١٠ ،٧ ،۴ اعداد از کدام هر

بود، ۴ این جا، در که است اول جمله همان ،a١ از منظور می دهند. نشان ... و a٣ ،a٢ ،a١ با را دنباله یک جملات معمولا

.a٢ = ٧ پس بود، ٧ جا این در که دوم جمله یعنی a٢ شکل، همین به .a١ = ۴ پس

می کنند؟ استفاده اندیس دار متغیرهای از الگو یک جملات برای چرا سوال

و حروف از می توان باشد، کم کلی، مفاهیم تعداد وقتی می شود. استفاده متغیر از کلی مفهوم یک نامگذاری برای پاسخ:

مثلا کرد. را کار این نمی توان دیگر باشد، زیاد مفاهیم تعداد اگر اما .a, b, c, . . . مثلا کرد. استفاده شده شناخته نمادهای

نمادهای مجبوریم یا کرد استفاده حروف از نمی توان نفره، هزار چند میدانی دو مسابقه یک اول نفر ١٠٠٠ به اشاره برای

به بگیریم. کمک باشد، آن (اندیس) شماره بیانگر که عدد یک و متغیر یک از مجبوریم یا کنیم اختراع غریب و عجیب

است؟ عاقلانه تر کدام شما، نظر

ضابطه یا عمومی جمله جمله، این به ،an مانند می  گذاریم متغیر یک را اندیس الگو، یک دلخواه جمله دادن نشان برای

می گوییم. دنباله

هستند. طبیعی اعداد همگی اندیس، اعداد و می شود شروع ١ از اندیس همیشه الگو، یک در

کنیم. مشخص را آن (an) عمومی جمله می خواهیم و برمی گردیم کبریت ها، چوب مثال به

می آید. به دست قبلی اش جمله به ٣ ثابت عدد کردن اضافه با جمله هر و است ۴ اول جمله دنباله، این در (١
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۴, ٧, ١٠, ١٣, . . .

+٣ +٣ +٣

با: است برابر دنباله، جمله هر یعنی

دنباله) جمله (هر = قبلی اش) (جمله + ٣

قبلی اش جمله باشد، دنباله از جمله یک ،an اگر کنیم. بیان را خود منظور ریاضی، علامت های با می خواهیم حال

بنویسیم: می توانیم بالا، دنباله در پس است)، عقب تر n از شماره یک ،n− ١ کنید دقت ) .an−١ می شود

a١ = ۴

a٢ = a١ + ٣ = ۴ + ٣ = ٧

a٣ = a٢ + ٣ = ٧ + ٣ = ١٠

a۴ = a٣ + ٣ = ١٠ + ٣ = ١٣

...

an = an−١ + ٣

نوشت: می توان پس

an = an−١ + ٣, a١ = ۴

عمومی جمله نوشتن مدل این به کردیم. بیان قبلی اش) جمله جا، (این  دیگر حسب بر را an جمله بالا، رابطه در

ما به هم را جمله یک باید بازگشتی، رابطه از به غیر بازگشتی، دنباله در گوییم. می بازگشتی رابطه ،(an همان (یا

می دهند. را اول جمله معمولا که بدهند

می شود. نامیده بازگشتی رابطه است، یکدیگر با دنباله جملات ارتباط بیانگر که رابطه ای

٣ ،٢ ،١ اعداد جای گذاری با که کنیم بیان n حسب بر رابطه یک که است این دنباله، یک اُم n نوشتن دوم مدل (٢

بدهد. ما به را دنباله ... سوم، دوم، اول، جملات ترتیب به آن در ... و

است. an = ٣n+ ١ به صورت رابطه این ،«۴, ٧, ١٠, ١٣, . . . » اعداد دنباله در مثلا

a١ = (١)٣ + ١ = ٣ + ١ = ۴ داریم: کنیم، جای گذاری آن در را n = ١ اگر

a٢ = (٢)٣ + ١ = ۶ + ١ = ٧ داریم: کنیم، جای گذاری آن در را n = ٢ اگر
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a٣ = (٣)٣ + ١ = ٩ + ١ = ١٠ داریم: کنیم، جای گذاری آن در را n = ٣ اگر

عمومی، جمله نوشتن مدل این به می آیند. به دست دنباله جملات ،n جای ...به و ٣ ،٢ ،١ جای گذاری با که می بینید

می گوییم. دنباله تابعی نمایش

،n جای به جمله آن شماره جای گذاری با بخواهیم که را جمله ای هر که است این دوم مدل مزیت تذکر

،n جای است کافی بخواهیم، را هفتم جمله اگر مثلا می آوریم، بدست

جمله مقدار باید آوریم، به دست را هفتم جمله بخواهیم اگر بازگشتی، رابطه در که صورتی  در دهیم. قرار دنباله در را ٧ عدد

گاهی ریاضیات، دنیای در دارد. ادامه ترتیب همین به و است پنجم جمله به وابسته هم، ششم جمله که باشیم داشته را ششم

a١٠٠٠٠ بخواهیم اگر است واضح مثال برای کنیم. تعیین را الگو یک از بزرگی جملات باید

بود. نخواهد جالب اصلا اول، حل راه کنیم، تعیین را

است؟ کدام a۴ مقدار باشد، an = ۵n+ ٢ اگر

٢۴ (۴ ٢٠ (٣ ٣٠ (٢ ٢٢ (١

تست:

١ گزینه پاسخ:

دهیم. راقرار ۴ عدد ،n جای دنباله، عمومی جمله در است کافی ،a۴ آوردن به دست برای

an = ۵n+ ٢ n=۴−→ a۴ = ۵(۴) + ٢ = ٢٠ + ٢ = ٢٢

،an = n٢ + n عمومی جمله با دنباله در

است؟ کدام ششم، از پنجم جمله اختلاف

٣۴ مثال

دهیم: قرار را ۶ و ۵ عددهای ،n به جای دنباله عمومی جمله در باید ششم، و پنجم جمله آوردن به دست برای پاسخ:

پنجم جمله : an = n٢ + n
n=۵−→ a۵ = ۵٢ + ۵ = ٢۵ + ۵ = ٣٠

ششم جمله : an = n٢ + n
n=۶−→ a۶ = ۶٢ + ۶ = ٣۶ + ۶ = ۴٢

با: است برابر ششم از پنجم جمله اختلاف پس

a۶ − a۵ = ۴٢− ٣٠ = ١٢
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an = ٣n+ ١ عمومی جمله با دنباله چندم جمله

است؟ ١٩ با برابر

هشتم (۴ هفتم (٣ ششم (٢ پنجم (١

تست:

٢ گزینه پاسخ:

به که کنیم راپیدا n یک باید بوده دنباله این چندم جمله ببینیم این که برای است. شده ١٩ دنباله، جملات از یکی مقدار

پس: شده، ١٩ برابر ٣n+ ١ آن، ازای

٣n+ ١ = ١٩→ ٣n = ١٨→ n =
١٨
٣

= ۶

است. بوده ١٩ دنباله، این ششم جمله نتیجه در

n تذکر

است. دنباله جمله شماره چون است، طبیعی عددی حتما و باشد منفی یا اعشاری کسری، عددی نمی تواند

an = ٢n٢ − ١١n+ k دنباله دوم جمله اگر

است؟ صفر دنباله، این دنباله این چندم جمله باشد، ١ با برابر

٣۵ مثال

دهیم: قرار را ٢ عدد ،n به جای باید می آوریم. به دست را دنباله دوم جمله

an = ٢n٢ − ١١n+ k
n=٢−→ a٢ = ٢(٢)٢ − (٢)١١ + k = ٨− ٢٢ + k = k − ١۴

می دهیم: قرار ١ مساوی را k − ١۴ پس است، ١ برابر دوم جمله گفته، سؤال

k − ١ = ١۴→ k = ١۵

می کنیم: جای گذاری دنباله عمومی جمله در را k = ١۵ حالا

an = ٢n٢ − ١١n+ ١۵
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آوریم. به دست را n و دهیم قرار صفر مساوی را آن عمومی جمله باید است، صفر دنباله، این چندم جمله ببینیم که این برای

an = ٠⇒ ٢n٢ − ١١n+ ١۵ = ٠

می کنیم: حساب را آن دلتای هستیم. روبه رو دوم درجه معادله یک با

∆ = b٢ − ۴ac = (−١١)٢ − ۴(٢)(١۵) = ١٢١− ١٢٠ = ١

می کنیم: حساب را n مقدار حالا

n =
−b±

√
∆

٢a
=

١١± ١
۴

=

{
١+١١

۴ = ١٢
۴ = ٣ ✓

١−١١
۴ = ١٠

۴ = ۵
٢ ×

نیست. قبول قابل n = ۵
٢ پس باشد، طبیعی عددی باید n چون

آورید. بدست را دنباله این اول جمله پنج باشد، a١ = ٢ اگر ،an+١ = an + n بازگشتی رابطه در

٣۶ مثال

دو an+١ و an پس متوالی اند، عدد دو n + ١ و n عدد دو کنیم. معنی را an+١ = an + n رابطه باید اول پاسخ:

دنباله از جمله هر یعنی ،an+١ = an+n رابطه پس است، an از جلوتر شماره یک ،an+١ که هستند دنباله متوالی جمله

قبلی. جمله شماره اضافه به قبلی اش جمله می شود

a٢ = a١ + ١ = ٢ + ١ = ٣ :١ اضافه به اول جمله می شود دوم جمله

a٣ = a٢ + ٢ = ٣ + ٢ = ۵ :٢ اضافه به دوم جمله می شود سوم جمله

a۴ = a٣ + ٣ = ۵ + ٣ = ٨ :٣ اضافه به سوم جمله می شود چهارم جمله

a۵ = a۴ + ۴ = ٨ + ۴ = ١٢ :۴ اضافه به چهارم جمله می شود پنجم جمله
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،an+١ =
١
an

دنباله

،a١ = ٢

است؟ برابر زیر، دنباله کدام با

an =

{
١
٢ nفرد
٢ nزوج

(١

an =

{
٢ nفرد
١
٢ nزوج

(٢

an = ٢n (٣

an = ( ١
٢)

n (۴

تست:

٢ گزینه پاسخ:

از شماره یک ،an+١ که دنباله اند متوالی جمله دو ،an+١ و an جمله دو می کنیم. معنی را an+١ = ١
an

بازگشتی رابطه

دوم، جمله پس، است. قبلی اش جمله معکوس با برابر دنباله، از جمله هر می گوید an+١ =
١
an

رابطه و است جلوتر an

است: (a١ = ٢) اول جمله معکوس

a٢ =
١
a١

=
١
٢

است: دوم جمله معکوس سوم، جمله

a٣ =
١
a٢

=
١
١
٢
= ٢

است: سوم جمله معکوس چهارم، جمله

a۴ =
١
a٣

=
١
٢

است: چهارم جمله معکوس پنجم، جمله

a۵ =
١
a۴

=
١
١
٢
= ٢

است: پنجم جمله معکوس ششم، جمله

a۶ =
١
a۵

=
١
٢
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هستند.
١
٢

زوج شماره جمله های و ٢ فرد شماره جمله های هستند،
١
٢

و ٢ میان در یکی جمله ها می بینیم، که همان طور

an =

٢ nفرد
١
٢

nزوج

n تمام جای بازگشتی، رابطه در می توانیم باشد، لازم جا هر تذکر

،an+١ =
١
an

قبل، تست بازگشتی رابطه در مثلا دهیم، قرار عدد یک ها،

،n جای می توانیم

بگذاریم: عدد

an+١ =
١
an

n=٣−→ a١+٣ =
١
a٣
→ a۴ =

١
a٣

،an+٢ = an+١ + ٢an بازگشتی رابطه با دنباله در

a١ = ٢ اگر

a٢ = ٣ و

a۴ باشد،

آورید. بدست را

٣٧ مثال

پاسخ:

an+٢ = an+١ + ٢an
n=١−→ a٢+١ = a١+١ + ٢a١ → a٣ = a٢ + ٢a١

a٢=١−−→
a٣=٢

a٣ = ٣ + (٢)٢ = ٣ + ۴ = ٧

an+٢ = an+١ + ٢an
n=٢−→ a٢+٢ = a١+٢ + ٢a٢ → a۴ = a٣ + ٢a٢

a٣=٢−−→
a٧=٣

a۴ = ٧ + (٣)٢ = ٧ + ۶ = ١٣

دنباله ها: نمودار رسم

را زیر مراحل دنباله، یک نمودار رسم برای دارد. نمودار یک تابع، هر است. طبیعی اعداد آن دامنه که است تابعی دنباله

می دهیم: انجام

می کنیم. مشخص مختصات، روی را (١, a١) نقطه می کنیم. مشخص را دنباله اول جمله (١

می کنیم. مشخص مختصات، محورهای روی را (٢, a٢) نقطه می کنیم. مشخص را دنباله دوم جمله (٢
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می دهیم. انجام ... و n = ۴ ،n = ٣ برای را ٢ و ١ مراحل (٣

است. an دنباله نمودار کردیم، مشخص محور روی که نقاطی (۴

نمی شود. تشکیل پاره خطی یا و خط هیچ و می شود تشکیل نقطه تعدادی از دنباله یک نمودار تذکر

کنید. رسم را a١ = ۴ شرط با an+١ = an − n دنباله نمودار

٣٨ مثال

روی A(١, ۴) نقطه پس ،a١ = ۴ داریم را اول جمله اینکه به توجه با می آوریم، به دست را دنباله اول جمله چند پاسخ:

است. نمودار

می دهیم: قرار را ١ عدد ،n به جای

an+١ = an − n
n=١−→ a١+١ = a١ − ١→ a٢ = a١ − ١ a١=۴−→ a٢ = ۴− ١ = ٣→ روی B(٢, ٣) نقطه

است. دنباله نمودار

می دهیم: قرار را ٢ عدد ،n به  جای

an+١ = an − n
n=٢−→ a١+٢ = a٢ − ٢→ a٣ = a٢ − ٢ a٣=٢−→ a٣ = ٣− ٢ = ١→ روی C(٣, ١) نقطه

است. دنباله نمودار

می دهیم: قرار را ٣ عدد ،n به جای

an+١ = an − n
n=٣−→ a١+٣ = a٣ − ٣→ a۴ = a٣ − ٣ a١=٣−→ a۴ = ١− ٣ = −٢→ روی D(۴,−٢) نقطه

است. دنباله نمودار

می کنیم: مشخص مختصات، محورهای روی را نقطه ۴ این داریم، را دنباله از نقطه ۴ حالا

١

٣

۴

-٢

١ ٢ ٣ ۴
n

an

A

B

C

D
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کنید. رسم n ⩽ ۵ برای را an = n+ (−١)n دنباله نمودار

an = n+ (−١)n n=١−→ a١ = ١ + (−١)١ = ١ + (−١) = ٠→ A(١, ٠)

an = n+ (−١)n n=٢−→ a٢ = ٢ + (−١)٢ = ٢ + ١ = ٣→ B(٢, ٣)

an = n+ (−١)n n=٣−→ a٣ = ٣ + (−١)٣ = ٣ + (−١) = ٢→ C(٣, ٢)

an = n+ (−١)n n=۴−→ a۴ = ۴ + (−١)۴ = ۴ + ١ = ۵→ D(۴, ۵)

an = n+ (−١)n n=۵−→ a۵ = ۵ + (−١)۵ = ۵ + (−١) = ۴→ E(۵, ۴)

می دهیم: نشان مختصات، محورهای روی را آمده بدست نقاط

١

٣

۴

١ ٢ ٣ ۴
n

an

A

B

C

D
۵

٢

۵

E

٣٩ مثال

خاص: دنباله چند

می آید: دست به مربعی دنباله بنویسیم، مرتب و برسانیم ٢ توان به را طبیعی اعداد اگر مربعی: دنباله (١

است. a١ = ١ شرط با an+١ = an+ ٢n+ ١ شکل به آن بازگشتی رابطه و an = n٢ دنباله این عمومی جمله

١
↓
١٢

,

٢٢

↑
۴, ٩

↓
٣٢

,

۴٢

↑
١۶, ٢۵

↓
۵٢

,

۶٢

↑
٣۶, , ...

می آید. به دست مثلثی دنباله کنیم، جمع هم با را n تا ١ از طبیعی اعداد اگر مثلثی: دنباله (٢

٧۵
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است. شده داده نشان آن زیر توپر، نقطه های تعداد شکل، هر در

١ ٢+١ ٣+٢+١ ٣+٢+١+۴

. . .

و an = n(n+١)
٢ به صورت آن عمومی جمله که است ١, ٣, ۶, ١٠, ١۵, ٢١, ٢٨, . . . به صورت دنباله این جملات

است. a١ = ١ شرط با an+١ = an + n+ ١ به شکل آن بازگشتی رابطه

دو هر آن، دوم و اول جمله و می آید به دست قبلی اش جمله دو مجموع از دنباله، این جمله هر فیبوناتچی: دنباله (٣

ببینید: را آن جملات است. a١ = a٢ = ١ و an+٢ = an+١ + an به صورت آن بازگشتی رابطه پس هستند. ١

١, ١, ٢
↓

١+١

, ٣, ۵, ٨, ١٣, ٢١
↓

١٣+٨

, ٣۴, ۵۵, ٨٩, ١۴۴
↓

۵۵+٨٩

, ٢٣٣, . . .

٧۶
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۵٧ صفحه تمرین های حل

کنید. مشخص را آن ها از کدام هر دامنه ی باشد، زیر مسائل از کدام هر ریاضی مدل f تابع اگر (٢

□N ■R کیلومتر ١۵ ارتفاع تا زمین سطح از شدن دور با هوا دمای کاهش الف)

■N □R ساعت هر در اینترنت از مدرسه یک دانش آموزان استفاده ی میزان ب)

□N ■R x به ضلع مکعبی حجم ج)

■N □R اخیر سال بیست در ارومیه دریاچه ی سطح تغییرات د)

■N □R مسکونی واحد یک در آب ماهیانه ی مصرف میزان ه)

از دنیاست، در اینترنت گسترش سال که ١٩٩٣ از که می دهد نشان را جهان سراسر از جمعیتی درصد زیر نمودار .١

کرده اند. استفاده اینترنت

٠

٠/۵

١٠

۵

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴ ١۵ ١۶ ١٧ ١٨ ١٩ ٢٠ ٢١ ٢٢ ٢٣ ٢۴

١۵

٢٠

٢۵

٣٠

٣۵

۴٠

۴۵

١٩٩٣ ١٩٩۴ ٢٠٠٠ ٢٠٠۵ ٢٠١٠ ٢٠١۵

جمعیت درصد

گسترش از پس زمان
(سال) اینترنت

کمک به باشد، اینترنت گسترش از پس سال n جهان، در اینترنت از استفاده کنندگان درصد f(n) اگر الف)

دهید. توضیح را آن معنای و کنید مشخص را f(٧) و f(١) مقادیر شده داده نمودار

می باشد ٠٫۵ برابر اینترنت گسترش از پس سال یک جهان، در اینترنت از استفاده کنندگان جمعیت درصد

f(١) = ٠٫۵

می باشد، ٩ برابر اینترنت گسترش از پس سال هفت جهان، در اینترنت از استفاده کنندگان جمعیت درصد

f(٧) = ٩

٧٧
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تابع ضابطه ی آوردن به دست با ٢٠١۵ تا ٢٠٠۵ سال از اینترنت از استفاده کنندگان خطی مدل به توجه با ب)

بود؟ خواهد چقدر جهان در اینترنت از استفاده کنندگان درصد ٢٠٢٠ سال در خطی،

(١٢, ١۵), (٢٢, ۴۵)→ m =
۴۵− ١۵
٢٢− ١٢

= ٣

y − ١۵ = ٣(x− ١٢)→ y = ٣x− خطی٢١ تابع ضابطه

می باشد: ٢٧ عدد ٢٠٢٠ سال طول ها، محور به توجه با

y = ٣× ٢٧− ٢١ = ٨١− ٢١ = جهان۶٠ در اینترنت از استفاده کنندگان درصد

دنباله: دامنه ی به توجه با کنند، پیروی y = ۴x− ١ خطی تابع قانون از دنباله یک جملات اگر .٢

کنید. مشخص تابع نمودار روی را دنباله نمودار و کنید رسم را تابع نمودار ( الف

x

y

٠٫−٠۵−١٫−١۵ ٠٫۵ ١ ١٫۵ ٢ ٢٫۵ ٣ ٣٫۵

−۶

−۴

−٢

٢

۴

۶

٨

١٠

١٢

دنباله بازگشتی رابطه با ارتباطی چه خط شیب بنویسید. را دنباله بازگشتی رابطه نیز و دنباله تابعی نمایش ب) .٣

دارد؟

پاسخ:

(ب دنباله :جملات ٣, ٧, ١١, ١۵, . . .

دنباله تابعی :نمایش an = ۴n− ١

بازگشتی :رابطه an+١ = an + ۴, a١ = ٣

٧٨
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آن بازگشتی رابطه و an = kn +⃝ به صورت آن عمومی جمله شوند، اضافه k تا k دنباله، یک جملات اگر

کنیم. تست آن، در را دنباله از جمله یک باید ،⃝ مقدار آوردن به دست برای است. an+١ = an + k به شکل

٨ نکته

برای است، an = ۴n+⃝ به صورت آن عمومی جمله پس می شود، اضافه ۴ تا ۴ دنباله، جملات تمرین، این در

می کنیم. تست آن در را n = ١ ،⃝ آوردن به دست

پس⃝برابر باشد، برابر ٣ با باید ۴ +⃝ مقدار ،a١ = ۴(١) +⃝ = ۴ +⃝ داریم: n = ١ جای گذاری با

است. an = ۴n− ١ عمومی جمله  و −١ با

است. a١ = ٣ و an+١ = an + ۴ به صورت بازگشتی رابطه پس می شود، اضافه تا ۴ تا ۴ دنباله، جملات

است. بازگشتی رابطه این در متوالی جمله دو بین مشترک اختلاف همان خط، شیب

عبارت های حاصل ،dn = n٢ − ١ و cn = ١
٣n−١ و bn =

(
− ١

٢

)n+١ و an = ٣n دنباله های به توجه با .۴

آورید. بدست را شده خواسته

a٢(الف + b١

پاسخ:

a٢ = ٣٢ = ٩, b١ =

(
−١

٢

)١+١

=

(
−١

٢

)٢

=
١
۴
⇒ a٢ + b١ = ٩ +

١
۴
=

٣٧
۴

c٢(ب − d١

پاسخ:

c٢ =
١

٣× ٢− ١
=

١
۶− ١

=
١
۵
, d١ = ١٢ − ١ = ١− ١ = ٠⇒ c٢ − d١ =

١
۵
− ٠ =

١
۵

b۴(ج + d٢

پاسخ:

b۴ =

(
−١

٢

)۴+١

=

(
−١

٢

)۵

= − ١
٣٢

, d٢ = ٢٢ − ١ = ۴− ١ = ٣

⇒ b۴ + d٢ = −
١
٣٢

+ ٣ =
−١ + ٩۶

٣٢
=

٩۵
٣٢

٧٩



خطی الگوهای .٢ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

کنید. مشخص را زیر بازگشتی دنباله های پنجم جمله .۵

(الف an+١ =
١
٣an, a١ = −٢

an+١ =
١
٣
an

n=١−→ a١+١ =
١
٣
a١ → a٢ =

١
٣
a١ =

١
٣
(−٢) =

−٢
٣

an+١ =
١
٣
an

n=٢−→ a١+٢ =
١
٣
a٢ → a٣ =

١
٣
a٢ =

١
٣
(−٢

٣
) =
−٢
٩

an+١ =
١
٣
an

n=٣−→ a١+٣ =
١
٣
a٣ → a۴ =

١
٣
a٣ =

١
٣
(−٢

٩
) =
−٢
٢٧

an+١ =
١
٣
an

n=۴−→ a۴+١ =
١
٣
a۴ → a۵ =

١
٣
a۴ =

١
٣
(− ٢

٢٧
) =
−٢
٨١

است. −٢
٨١ بازگشتی، دنباله این پنجم جمله پس

(ب an+١ =
١

١+an
, a١ = ١

an+١ =
١

١ + an

n=١−→ a١+١ =
١

١ + a١
→ a٢ =

١
١ + a١

=
١

١ + ١
=

١
٢

an+١ =
١

١ + an

n=٢−→ a١+٢ =
١

١ + a٢
→ a٣ =

١
١ + a٢

=
١

١ + ١
٢
=

١
٣
٢
=

٢
٣

an+١ =
١

١ + an

n=٣−→ a١+٣ =
١

١ + a٣
→ a۴ =

١
١ + a٣

=
١

١ + ٢
٣
=

١
۵
٣
=

٣
۵

an+١ =
١

١ + an

n=۴−→ a۴+١ =
١

١ + a۴
→ a۵ =

١
١ + ٣

۵
=

١
٨
۵
=

۵
٨

است. ۵
٨ بازگشتی، رابطه این پنجم جمله پس

(ج an+٣ = an + an+١ + an+٢ a١ = a٢ = a٣ = ١

n = ١→ a٣+١ = a١ + a١+١ + a٢+١ → a۴ = a١ + a٢ + a٣ = ١ + ١ + ١ = ٣

n = ٢→ a٣+٢ = a٢ + a١+٢ + a٢+٢ → a۵ = a٢ + a٣ + a۴ = ١ + ١ + ٣ = ۵

است. ۵ بازگشتی، رابطه این پنجم جمله پس

٨٠
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(د an+١ = an + (−١)n, a١ = ١

an+١ = an + (−١)n n=١−→ a١+١ = a١ + (−١)١ → a٢ = a١ + (−١) = ١ + (−١) = ٠

an+١ = an + (−١)n n=٢−→ a١+٢ = a٢ + (−١)٢ → a٣ = a٢ + (١) = ٠ + ١ = ١

an+١ = an + (−١)n n=٣−→ a١+٣ = a٣ + (−١)٣ → a۴ = a٣ + (−١) = ١ + (−١) = ٠

an+١ = an + (−١)n n=۴−→ a۴+١ = a۴ + (−١)۴ → a۵ = ٠ + ١ = ١

است. ١ بازگشتی، رابطه این پنجم جمله پس

کنید. کامل را زیر جدول .۶

دنباله جملات بازگشتی رابطه دنباله ضابطه ضابطه ای دو دنباله

۵, ٨, ١١, ١۴, ١٧, . . . an+١ = an + ٣

a١ = ۵

an+١ =
۴
an

a١ = ۴

an = ٣n+ ٢

۴, ١, ۴, ١, ۴, ١, . . . an =

{
۴ فرد n

١ زوج n

an =

{
n فرد n
١
n

زوج n

an =
n

n+ ١

١,
١
٢
, ٣,

١
٣
, ۵,

١
۶
, . . .

١
٢
,

٢
٣
,

٣
۴
,

۴
۵
, . . .

بنویسید. زیر حالت های از کدام هر برای را an+١ =


١
٢
an زوج n

٣an+١ فرد n
بازگشتی دنباله اول جمله شش .٧

(الف a١ = ١١

n = ١, فرد n→ an+١ = ٣an + ١→ a٢ = ٣a١ + ١ = (١١)٣ + ١ = ٣۴

n = ٢, زوج n→ an+١ =
١
٢
an → a٣ =

١
٢
a٢ =

١
٢
(٣۴) = ١٧

n = ٣, فرد n→ an+١ = ٣an + ١→ a۴ = ٣a٣ + ١ = (١٧)٣ + ١ = ۵٢

n = ۴, زوج n→ an+١ =
١
٢
an → a۵ =

١
٢
a۴ =

١
٢
(۵٢) = ٢۶

n = ۵, فرد n→ an+١ = ٣an + ١→ a۶ = ٣a۵ + ١ = ٣(٢۶) + ١ = ٧٩

اول جمله شش : ١١, ٣۴, ١٧, ۵٢, ٢۶, ٧٩

٨١
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(ب a١ = ٢۵

n = ١, فرد n→ an+١ = ٣an + ١→ a٢ = ٣a١ + ١ = ٣(٢۵) + ١ = ٧۶

n = ٢, زوج n→ an+١ =
١
٢
an → a٣ =

١
٢
a٢ =

١
٢
(٧۶) = ٣٨

n = ٣, فرد n→ an+١ = ٣an + ١→ a۴ = ٣a٣ + ١ = (٣٨)٣ + ١ = ١١۵

n = ۴, زوج n→ an+١ =
١
٢
an → a۵ =

١
٢
a۴ =

١
٢
(١١۵) = ۵٧/۵

n = ۵, فرد n→ an+١ = ٣an + ١→ a۶ = ٣a۵ + ١ = ٣(۵٧/۵) + ١ = ١٧٣/۵

اول جمله شش : ٢۵, ٧۶, ٣٨, ١١۵, ۵٧/۵, ١٧٣/۵

کنید. رسم n ≤ ۵ برای را زیر دنباله های نمودار .٨

(الف an = −١
٢
n+ ٣

n

an

١ ٢ ٣ ۴ ۵

٢/۵ ٢ ١/۵ ١ ١
٢

n

an

٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶

٠٫۵

١

١٫۵

٢

٢٫۵

٣

(ب an = (−١
٢
)n

n

an

١ ٢ ٣ ۴ ۵

−١
٢

١
۴
−١

٨
١
١۶

− ١
٣٢

٨٢
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n

an

٠
١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶

٠٫١

٠٫٢

٠٫٣

−٠٫١

−٠٫٢

−٠٫٣

−٠٫۴

−٠٫۵

−٠٫۶

(ج an+١ =
١
an

a١ = ٢

a١ = ٢⇒ (١, ٢)

a٢ =
١
a١

=
١
٢
⇒ (٢,

١
٢
)

a٣ =
١
a٢

=
١
٢
=

١
٢
= ٢⇒ (٣, ٢)

a۴ =
١
a٣

=
١
٢
⇒ (۴,

١
٢
)

a۵ =
١
a۴

=
١
١
٢
= ٢⇒ (۵, ٢)

n

an

٠

٠٫۵

١

١٫۵

٢

٢٫۵

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶

(د an =

١ nزوج
١
n

nفرد

n = ١, فرد n→ a١ =
١
١
= ١→ (١, ١)

n = ٢, زوج n→ a٢ = ١→ (٢, ١)

n = ٣, فرد n→ a٣ =
١
٣
→ (٣,

١
٣
)

n = ۴, زوج n→ a۴ = ١→ (۴, ١)

n = ۵, فرد n→ a۵ =
١
۵
→ (۵,

١
۵
) n

an

٠

٠٫٢

٠٫۴

٠٫۶

٠٫٨

١

١٫٢

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶

جذر به شگفت انگیزی به طرز می توانیم زیر بازگشتی دنباله ی جملات نوشتن بابل-با تمدن در اعداد جذر محاسبه ی .٩

شویم. نزدیک
√
k یعنی k عدد

an+١ =
١
٢
(an +

k

an
) a١ = k

٨٣
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است. بین النهرین) در و ایران شرق در (واقع بابل تمدن به منسوب روش این

کنید. مشخص را زیر اعداد حاصل بگیریم، نظر در
√
k برای تقریبی را a٣ اگر بالا، بازگشتی دنباله ی به کمک

√
۵ ج)

√
٣ ب)

√
٢ الف)

چرا؟ دارد؟ حساب ماشین از استفاده بر مزیتی روش این آیا

(الف k = ٢→ an+١ =
١
٢(an +

٢
an
), a١ = ٢

a٢ =
١
٢
(a١ +

k

a١
) =

١
٢
(٢ +

٢
٢
) =

٣
٢

a٣ =
١
٢
(a٢ +

٢
a٢
) =

١
٢
(
٣
٢
+

٢
٣
٢
) =

١
٢
(
٣
٢
+

۴
٣
) =

١٧
١٢

= ١/۴١۶

(ب k = ٣→ an+١ =
١
٢(an +

٣
an
), a١ = ٣

a٢ =
١
٢
(a١ +

٣
a١
) =

١
٢
(٣ +

٣
٣
) = ٢

a٣ =
١
٢
(a٢ +

٣
a٢
) =

١
٢
(٢ +

٣
٢
) =

١
٢
× ٧

٢
=

٧
۴
≃ ١/٧۵

(ج k = ۵→ an+١ =
١
٢(an +

۵
an
), a١ = ۵

a٢ =
١
٢
(a١ +

۵
a١
) =

١
٢
(۵ +

۵
۵
) = ٣

a٣ =
١
٢
(a٢ +

۵
a٢
) =

١
٢
(٣ +

۵
٣
) =

١
٢
× ١۴

٣
=

١۴
۶
≃ ٢/٣٣

مزیت می کند. گرد و می دهد نشان اعشاری به صورت فقط را عدد یک دوم) (ریشه جذر حاصل حساب ماشین

شد. نزدیک عدد یک جذر به می توان و می دهد نشان گویا عددی به صورت را عدد یک جذر که است این روش این

می کنند؟ مشخص را زیر الگوهای از یک کدام رأس an+١ = an+(n+١) ،a١ = ١ بازگشتی دنباله ی جملات .١٠

(الف , , , . . . (ب , , , . . .

١, ٣, ۶, . . . ١, ۴, ٩, . . .

٨۴
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الف پاسخ:

a١ = ١

a٢ = a١ + (١ + ١) = ١ + ٢ = ٣

a٣ = a٢ + (٢ + ١) = ٣ + ٣ = ۶

تن ٢۵٠ دریاچه، یک به کارخانه ها صنعتی پس ماندهای ورود دلیل به زیست، محیط سازمان گزارش مطابق .١١

به صورت را صنعتی فاضلاب ٪١٠ سالیانه دریاچه زیست محیط است. شده وارد دریاچه این به صنعتی فاضلاب

دریاچه به صنعتی فاضلاب ورودی میزان جدید قوانین وضع با زیست محیط سازمان می کند. بی اثر و خنثی طبیعی

رابطه ی یک نوشتن با باشد، دریاچه فعلی آلودگی میزان P١ = ٢۵٠ اگر است. داده کاهش سال در تن ١۵ به را

کنید. محاسبه سال پنج و سال دو از بعد را صنعتی آلوده ی مواد میزان بازگشتی،

Pn+١ = (Pn + ١۵)× ٩
١٠

, P١ = ٢۵٠

P٢ = (P١ + ١۵)× ٩
١٠

= (٢۵٠ + ١۵)× ٩
١٠

= ٢٣٨/۵

P٣ = (P٢ + ١۵)× ٩
١٠

= (٢٣٨/۵ + ١۵)× ٩
١٠

= ٢٢٨/١۵

P۴ = (P٣ + ١۵)× ٩
١٠

= (٢٢٨/١۵ + ١۵)× ٩
١٠

= ٢١٨/٨٣۵

P۵ = (P۴ + ١۵)× ٩
١٠

= (٢١٨/٨٣۵ + ١۵)× ٩
١٠

= ٢١٠/۴۵١۵

P۶ = (P۵ + ١۵)× ٩
١٠

= (٢١٠/۴۵١۵ + ١۵)× ٩
١٠

= ٢٠٢/٩٠۶٣۵

٨۵
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حسابی دنباله دوم- درس

را دنباله ها از خاص مدل یک می خواهیم می گوییم، دنباله شدند، نوشته هم سر پشت که عدد سری یک به گفتیم

باشد، آمده به دست قبلی اش عدد به ثابت مقدار یک شدن اضافه از دنباله ای، جمله های از کدام هر اگر کنیم. معرفی

می گوییم. حسابی دنباله آن به

ببینید: را رو به رو اعداد دنباله

٢, ۵, ٨, ١١, . . .

به تا ٣ است، ٢ اول جمله می آید. به دست قبلی اش جمله به ٣ عدد شدن اضافه از جمله هر بعد، به دوم جمله از

برای می کند. پیدا ادامه روند، این و آمده به دست ٨ شده، اضافه ۵ به تا ٣ بعد آمده، به دست ۵ و شده اضافه آن

است. حسابی دنباله یک دنباله، این همین،

٢, ۵, ٨, ١١, . . .

+٣ +٣ +٣

داریم: مهم مقدار دو حسابی، دنباله در

است. a١ = ٢ زدیم مثال که دنباله ای در می شود. داده نشان a١ با که دنباله اول جمله (١

نشان d با و می گوییم مشترک اختلاف ثابت، مقدار این به می شود. اضافه دنباله جملات به که ثابتی مقدار (٢

است. d = ٣ بالا، دنباله در می دهیم.

همان که بدانید دیدید، نسبت» «قدر کلمه تست ها، در اگر می گویند. نسبت قدر d به قدیمی تر، کتاب های در تذکر

است. مشترک» «اختلاف

تا می کنیم اضافه تا ٣ تا ٣ و می کنیم شروع اول جمله از بخواهیم، را هفتم جمله اگر ،٢, ۵, ٨, ١١, . . . دنباله در

برسیم: هفتم جمله به

۵ ٨ ١١

+٣+٣+٣

١۴ ١٧

+٣+٣+٣

٢٠٢

هفتم جمله

٨۶
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برای بالا روش بخواهیم. را هفتم و شصت جمله یا بیستم جمله مثلا بالاتر، شماره با جمله هایی کنید فرض حالا،

نیست. مناسب جمله ها، این آوردن به دست

داریم: دهیم، نشان d با را مشترک اختلاف و a١ با را اول جمله اگر

اول جمله = a١

دوم جمله = اول جمله + مشترک ⇒اختلاف a٢ = a١ + d

سوم جمله = دوم جمله + مشترک ⇒اختلاف a٣ = a٢ + d
a٢ = a١ + d

−−−−−−→ a٣ = a١ + d+ d⇒ a٣ = a١ + ٢d

چهارم جمله = سوم جمله + مشترک ⇒اختلاف a۴ = a٣ + d
a٣ = a٣ + ٢d
−−−−−−→ a۴ = a١ + ٢d+ d⇒ a۴ = a١ + ٣d

...

،a١ از بعد و است جملات تمام ثابت پای a١ که می فهمید کنید، دقت اگر دارد. ادامه ترتیب، همین به بالا روند

:مثلا می شود. اضافه a١ به که داریم d جمله، شماره از کم تر یکی اندازه به

a۴ = a١ + ٣
↓

۴ از کمتر یکی

d

می گوییم، هم حسابی دنباله عمومی جمله آن به که اُم، n جمله برای کلی رابطه یک می توانیم آمده به دست الگوی از

بنویسیم:

an=a١+(n-١ )d مشترک اختلاف

جمله اولشماره اُمجمله n جمله

حسابی دنباله عمومی :جمله

می باشد. a۶٩ = a١ + ۶٨d به صورت نهم و شصت جمله و a٨ = a١ + ٧d به صورت هشتم جمله مثلا

است؟ حسابی دنباله یک زیر، دنباله های از یک کدام

١, ٢, ۴, ٨, . . . (۴ ١, ۴, ٧, ١٠, . . . (٣ ٣, ۵, ٨, ١٠, . . . (٢ −١, ٣−,٢, ۴, . . . (١

تست:

٨٧
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همواره کوچک تر)، شماره با جمله منهای بزرگتر شماره با (جمله هم سر پشت جمله دو تفاضل حسابی، دنباله در

است. (d) مشترک اختلاف با برابر

٩ نکته

مثال: به عنوان

a٨ − a٧ = d, a٣١ − a٣٠ = d, a۴ − a٣ = d

می کنیم. استفاده شد، مطرح که نکته ای از ،٣ گزینه پاسخ:

١) −١, ٣−,٢, ۴ ٢− (−١) = ٢ + ١ = ٣ ̸= −٣− ٢ = −۵

٢) ٣, ۵, ٨, ١٠, . . . ۵− ٣ = ٢ ̸= ٨− ۵ = ٣

٣) ١, ۴, ٧, ١٠, . . . ۴− ١ = ٧− ۴ = ١٠− ٧ = ٣⇒ d = ٣

۴) ١, ٢, ۴, ٨, . . . ٢− ١ = ١ ̸= ۴− ٢ = ٢

آورید. به دست را ۴, ٢−,١,−۵,−٨, . . . دنباله عمومی جمله

۴٠ مثال

می کنیم: کم آن قبلی جمله از را جمله هر نه. یا است حسابی شده، داده دنباله که می کنیم بررسی ابتدا پاسخ:

١− ۴ = −٢− ١ = −۵− (−٢) = −٨− (−۵)⇒

− ٣ = −٣ = (−۵ + ٢ = −٣) = (−٨ + ۵ = −٣)⇒ d = −٣, a١ = ۴

an = a١ + (n− ١)d⇒ an = ۴ + (n− (٣−)(١ = ۴− ٣n+ ٣ = −٣n+ ٧⇒ an = −٣n+ ٧

٨٨
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آورید. به دست را دهم جمله ،٧ مشترک اختلاف و −٣ اول جمله با حسابی دنباله یک در

۴١ مثال

پاسخ:

a١ = −٣, d = ٧, n = ١٠, a١٠ =?

an = a١ + (n− ١)d→ a١٠ = a١ + ٩d = (−٣) + ٩× ٧ = −٣ + ۶٣ = ۶٠

آورید. به دست را دنباله این اول جمله است. ۴ آن مشترک اختلاف و ٨۵ حسابی دنباله یک هجدهم جمله

۴٢ مثال

پاسخ:

a١٨ = ٨۵, d = ۴, a١ =?

a١٨ = a١ + ١٧d⇒ ٨۵ = a١ + ١٧× ۴⇒ ٨۵ = a١ + ۶٨⇒ a١ = ٨۵− ۶٨ = ١٧

آورید. به دست را دوازدهم جمله مقدار ،٢٣ هفتم جمله و −١ سوم جمله با حسابی دنباله یک در

۴٣ مثال

اول) روش پاسخ:

است −١ سوم، ⇒جمله a٣ = −١⇒ a١ + ٢d = −١

است ٢٣ هفتم، ⇒جمله a٧ = ٢٣⇒ a١ + ۶d = ٢٣{
a١ + ٢d = −١

×(−١)−→
a١ + ۶d = ٢٣

→−خودش

{
���−a١ − ٢d = ١

+⃝
��a١ + ۶d = ٢٣

۴d = ٢۴⇒ d = ۶

٨٩
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آید: به دست a١ تا می دهیم قرار معادله در را d = ۶

a١ + ٢d = −١ d=۶−→ a١ + ١٢ = −١⇒ a١ = −١٣

می کنیم: حساب را a١٢ مقدار ،d = ۶ و a١ = −١٣ داشتن با

a١٢ = a١ + ١١d = −١٣ + ١١(۶) = −١٣ + ۶۶ = ۵٣

دارند: فاصله d تا ٣ اندازه به هم با حسابی، دنباله یک پنجم و دوم جمله مثال، به عنوان

a٢ a٣ a۴ a۵

+d +d +d

دهیم. نشان a۵ − a٢ = (۵− ٢)d = ٣d به صورت می توانیم را موضوع این

١٠ نکته

بنویسیم: را زیر رابطه می توانیم باشند، حسابی دنباله یک از دلخواه جمله دو an و am اگر کلی، حالت در

an − am = (n−m)d

می کنیم. حل شد، مطرح که نکته ای از استفاده با را مثال دوم) روش

a٣ = −١, a٧ = ٢٣⇒ a٧ − a٣ = (٧− ٣)d

⇒ ٢٣− (−١) = ۴d⇒ ٢٣ + ١ = ۴d⇒ ٢۴ = ۴d⇒ d = ۶

a٣ = a١ + ٢d⇒ −١ = a١ + ٢× ۶⇒ −١− ١٢ = a١ ⇒ a١ = −١٣

a١٢ = a١ + ١١d⇒ a١٢ = −١٣ + ١١(۶) = −١٣ + ۶۶ = ۵٣

است؟ کدام a١٧ − a١۵ حاصل باشد، a٨ = ٣٧ و a٣ = ١٧ اگر حسابی، دنباله یک در

۴ (۴ ١٠ (٣ ٨ (٢ ۶ (١

تست:
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شده، گفته نکته طبق ،٢ گزینه پاسخ:

an − am = (n−m)d⇒ a٨ − a٣ = (٨− ٣)d⇒ ٣٧− ١٧ = ۵d⇒ ۵d = ٢٠⇒ d = ۴

a١٧ − a١۵ = (١٧− ١۵)d = ٢× ۴ = ٨

است؟ −١١٠ با برابر رو به رو حسابی دنباله چندم جمله

٢٣, ١۶, ٩, . . .

۴۴ مثال

حساب را مشترک اختلاف ابتدا کنیم. پیدا ١١٠−را شماره می خواهیم مسئله، این در واقع در اول) روش پاسخ:

می کنیم:

d = a٢ − a١ = ١۶− ٢٣ = −٧

می نویسیم: را دنباله عمومی جمله ،d = −٧ و a١ = ٢٣ داشتن با حالا

an = a١ + (n− ١)d⇒ an = ٢٣ + (n− (٧−)(١⇒ an = ٢٣− ٧n+ ٧⇒ an = −٧n+ ٣٠

جمله شماره ولی ،an = −١١٠ یعنی آوریم، بدست ١١٠−را جمله شماره می خواهیم مسئله، اطلاعات به توجه با

پس: نمی دانیم. را

an = −١١٠, an = −٧n+ ٣٠⇒ −٧n+ ٣٠ = −١١٠⇒ −٧n = −١١٠− ٣٠

⇒ −٧n = −١۴٠⇒ n = ٢٠

است. −١١٠ با برابر دنباله، این بیستم جمله پس

کرد: استفاده کوتاه تری راه از می توان حسابی، دنباله یک جملات تعداد آوردن به دست برای

an = a١ + (n− ١)d⇒ an − a١ = (n− ١)d ÷d→ an − a١

d
= n− ١

⇒ n =
an − a١

d
+ ١⇒ تعداد =

آخر −جمله اول جمله
d

+ ١

١١ نکته

٩١
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می کنیم. حل را قبل مثال شده، ذکر نکته از استفاده با دوم: روش

شماره واقع در جملات، تعداد کردن پیدا با تا گرفت نظر در ٢٣, ١۶, ٩, . . . ,−١١٠ به صورت را دنباله می توان

بیاید: بدست −١١٠ جمله

d = ١۶− ٢٣ = −٧

n =
آخر −جمله اول جمله

d
+ ١ =

−١١٠− ٢٣
−٧

+ ١ =
−١٣٣
−٧

+ ١ = ١٩ + ١ = ٢٠

است؟ کدام رو به رو اعداد تعداد

− ١−,٢٢۴,−۶, . . . , ٢۵٠

٣۶ (۴ ٣۵ (٣ ٣۴ (٢ ٣٣ (١

تست:

٣ گزینه پاسخ:

می کنیم: حساب را مشترک اختلاف اول

d = a٢ − a١ = −١۴− (−٢٢) = −١۴ + ٢٢ = ٨

می کنیم: استفاده قبل، نکته در شده گفته فرمول از حال

تعداد =
آخر −جمله اول جمله

d
+ ١ =

٢۵٠− (−٢٢)
٨

+ ١ =
٢٧٢
٨

+ ١ = ٣۴ + ١ = ٣۵

کنید: دقت بعد، مثال به می شود. مطرح مسئله، یک قالب در حسابی دنباله است ممکن اوقات گاهی

هر عمق و باشد ٢٩/۵ و ٣٠ به ترتیب چاه دومین و اولین عمق اگر کند. چاه حفر تعدادی است قرار چاه کن یک

کرده چاه حفر تعداد چه چاه کن، این باشد، متر ٣/۵ چاه، آخرین عمق و کمتر قبلی چاه عمق از متر ٠/۵ چاه،

است؟

۴۵ مثال

٩٢
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با حسابی دنباله یک تشکیل که است ٣٠, ٢٩/۵, ٢٩, . . . , ٣/۵ به صورت چاه ها عمق پاسخ:

d = ٢٩/۵− ٣٠ = −٠/۵

آوریم: بدست را n می خواهیم می دهد.

n =
آخر −جمله اول جمله

d
+ ١ =

٣/۵− ٣٠
−٠/۵

+ ١ =
−٢۶/۵
−٠/۵

+ ١ = ۵٣ + ١ = ۵۴

است. ۵۴ چاه ها، تعداد پس

حسابی: دنباله انواع

دنباله دنباله، این به می یابد. افزایش دنباله جمله های می شود، بیشتر جمله شماره چه هر باشد، d > ٠ اگر (١

مثال: به عنوان می گوییم. افزایشی یا صعودی

٣, ۵, ٧, ٩, ١١, ١٣, ١۵, · · · ⇒ d = ٢

دنباله دنباله، این به که می یابد کاهش دنباله، جمله های مقدار جمله، شماره افزایش با باشد، d < ٠ اگر (٢

مثال: به عنوان می گوییم. کاهشی یا نزولی

١٠, ۶, ٢−,٢,−۶,−١٠, · · · ⇒ d = −۴

مثال: به عنوان می نامیم. ثابت دنباله را آن و هستند یکسان دنباله جملات باشد، d = ٠ اگر (٣

۶, ۶, ۶, ۶, · · · ⇒ d = ٠

٩٣
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هستند؟ نزولی یا صعودی زیر، حسابی دنباله های از تعداد چه

٣, ۶, ٩, . . . (١

٧
٢
, ٢,

۵
٢
, . . . (٢

٣−
√

٢, ٣− ٢
√

٢, ٣− ٣
√

٢, . . . (٣

٢, (
√

٢(٢,
√

۴ (۴

نزولی صعودی-یک دو (١

صعودی نزولی-یک دو (٢

نزولی صعودی-یک یک (٣

نزولی سه صعودی- یک (۴

تست:

٢ گزینه پاسخ:

می کنیم: بررسی را موارد از یک هر

(الف ٣, ۶, ٩, · · · ⇒ d = ۶− ٣ = ٣⇒ d > ٠⇒ صعودی دنباله

(ب
٧
٢
, ٢,

۵
٢
, · · · ⇒ d = ٢− ٧

٢
=

۴− ٧
٢

=
−٣
٢
⇒ d < ٠⇒ نزولی دنباله

(ج ٣−
√

٢, ٣− ٢
√

٢, ٣− ٣
√

٢, · · · ⇒ d = (٣− ٢
√

٢)− (٣−
√

٢) = ��٣− ٢
√

٢− ��٣+
√

٢ =

−
√

٢⇒ d < ٠⇒ نزولی دنباله

(د ٢, (
√

٢(٢,
√

۴, · · · ⇒ ٢, ٢, ٢, · · · ⇒ d = ٠⇒ ثابت دنباله

٩۴
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گفت: می توان باشند، حسابی دنباله یک متوالی جمله سه z و y ،x اگر

است حسابی دنباله x, y, z ⇒ d = y − x

است حسابی دنباله x, y, z ⇒ d = z − y
⇒ y − x = z − y ⇒ y + y = x+ z

⇒ ٢y = x+ z ⇒ y =
x+ z

٢

وسطی جمله با برابر سوم، و اول جمله میانگین باشند، حسابی دنباله متوالی جمله سه z و y ،x اگر واقع، در

می شود.

١٢ نکته

است؟ کدام x باشند، حسابی دنباله یک متوالی جمله سه ،x و ٢x− ١ ،٧ عدد سه اگر

۵ (۴ ۴ (٣ ٣ (٢ ٢ (١

تست:

٢ گزینه پاسخ:

یعنی: است. کناری جمله دو مجموع با برابر وسطی، جمله برابر دو شده، گفته نکته به توجه با

٢)٢x− ١) = x+ ٧⇒ ۴x− ٢ = x+ ٧⇒ ۴x− x = ٧ + ٢⇒⇒ ٣x = ٩⇒ x = ٣

حسابی: واسطه

است.
a+ b

٢
با برابر که می گوییم عدد دو آن حسابی واسطه ،b و a عدد دو میانگین به

.
۵ + ١١

٢
= ٨ می شود ١١ و ۵ حسابی واسطه

۴۶ مثال

٩۵
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حسابی: واسطه درج

کل که به طوری است b و a بین عدد مشخص تعداد دادن قرار ،b و a عدد دو بین حسابی واسطه درج از منظور

بدهند: حسابی دنباله یک تشکیل هم با اعداد این

a,⃝,⃝, . . . ,⃝︸ ︷︷ ︸
حسابی واسطه های

, b

کنید. پیدا را واسطه پنج این کرده ایم. درج حسابی واسطه پنج ،٣٢ و ١۴ عدد دو بین

۴٧ مثال

می کنیم: عمل این گونه اول) روش پاسخ:

١۴
↓
a١

,⃝,⃝,⃝,⃝,⃝, ٣٢
↓
a٧

a٧ = a١ + ۶d⇒ ٣٢ = ١۴ + ۶d⇒ ٣٢− ١۴ = ۶d⇒ ١٨ = ۶d⇒ d = ٣

می رویم: جلو تا ٣ تا ٣ و می کنیم شروع ١۴ از می آوریم. به دست را واسطه پنج حال،

١٧ ٢٠٢٣

+٣+٣+٣

٢۶ ٢٩

+٣+٣+٣

٣٢١۴

حسابی، دنباله یک ،b تا a از دنباله جملات که دهیم قرار به گونه ای عدد n ،b و a عدد دو میان بخواهیم اگر

زیرا: می آید، به دست d = b−a
n+١ رابطه از دنباله جملات مشترک اختلاف دهند، تشکیل

a١
↓

اول جمله

, _, _, _, . . . , _︸ ︷︷ ︸
حسابی واسطه n

, b
↓

اُم (n+٢) جمله

⇒ است. جمله (n+٢) جملات، کل تعداد

می دانیم : d =
an − am
n−m

=
b− a

n+ ٢− ١
=

b− a

n
↓

حسابی واسطه های تعداد

+ ١

١٣ نکته

٩۶
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قبل: نکته از استفاده با دوم) روش

a = ١۴, b = ٣٢, n = ۵

d =
b− a

n+ ١
=

٣٢− ١۴
۵ + ١

=
١٨
۶

= ٣⇒

١٧ ٢٠٢٣

+٣+٣+٣

٢۶ ٢٩

+٣+٣+٣

٣٢١۴

است. برابر aq و ap مجموع با am و an جمله دو مجموع باشد، m+ n = p+ q اگر حسابی دنباله یک در

.m+ n = p+ q ⇒ am + an = ap + aq یعنی

١۴ نکته

.a٢+a٨ = ٢a۵ پس است، ٨+٢ = ۵+۵ چون یا a٢+a٧ = a۴+a۵ پس است، ٧+٢ = ۴+۵ چون مثلا

است. a٨ و a٢ وسط جمله a۵ کنید دقت ،a٢ + a٨ = ٢a۵ تساوی در

دنباله، این دوازدهم و سوم جمله مجموع هستند. ٢۴ و ١١ ترتیب به  نهم و ششم جملات حسابی، دنباله یک در

است؟ کدام

٢۴ (۴ ٣۵ (٣ ٣٢ (٢ ٣٠ (١

تست:

٣ گزینه پاسخ:

پس: a٩ = ٢۴ و a۶ = ١١ طرفی از .a۶ + a٩ = a٣ + a١٢ پس ،۶ + ٩ = ٣ + ١٢ چون

a۶ + a٩ = a٣ + a١٢ ⇒ ١١ + ٢۴ = a٣ + a١٢ ⇒ a٣ + a١٢ = ٣۵

حسابی: دنباله بازگشتی رابطه

است. حسابی دنباله باشد، ثابتی مقدار آن، متوالی جمله دو اختلاف که دنباله ای گفتیم

اختلاف متوالی جمله دو بین ثابت اختلاف به گرفت. نظر در an+١ و an می توان کلی، حالت در را متوالی جمله دو

٩٧
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نتیجه: در باشد. برابر d با ،an+١ − an باید پس می دهیم. نشان d با و می گوییم مشترک

حسابی دنباله بازگشتی رابطه : an+١ − an = d

بنویسیم. می توانیم هم an+١ = an + d به صورت را بازگشتی رابطه البته

به صورت بازگشتی رابطه با است، ٣ آن مشترک اختلاف و ٢ آن اول جمله که ٢, ۵, ٨, ١١, . . . دنباله مثلا

می شود. داده نشان a١ = ٢ شرط با an+١ = an + ٣

(a١ = ٢ ) است؟ کدام رو به رو، حسابی دنباله بازگشتی رابطه

٢,
١
٢
,−١, . . .

an+١ = an +
٣
٢

(١

an+١ = an −
٣
٢

(٢

an+١ = an +
۵
٢

(٣

an+١ = an −
۵
٢

(۴

تست:

٢ گزینه پاسخ:

می کنیم: حساب را مشترک اختلاف ابتدا

d = a٢ − a١ =
١
٢
− ٢ =

١− ۴
٢

=
−٣
٢

است. an+١ = an −
٣
٢

به صورت بازگشتی رابطه پس

از ،an+١ = an + d رابطه جای به می توانیم هستند، متوالی جمله دو هم an−١ و an که آن جایی از تذکر

کنیم. استفاده an = an−١ + d

٩٨
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کدام دنباله، این پانزدهم جمله باشد، a١ = −١۴ و an = an−١ + ٨ به صورت دنباله یک بازگشتی رابطه اگر

است؟

٩٨ (۴ ١٠٠ (٣ ٩۶ (٢ ١٠٢ (١

تست:

۴ گزینه پاسخ:

جمله و d = ٨ مشترک اختلاف با حسابی دنباله یک دنباله، این می فهمیم ،an = an−١ + ٨ رابطه به توجه با

می کنیم. حساب را پانزدهم جمله است. a١ = −١۴ اول

a١۵ = a١ + ١۴d = −١۴ + ١۴(٨) = −١۴ + ١١٢ = ٩٨

حسابی دنباله نمودار

خط یک روی نمودار، نقاط تمام حسابی، دنباله نمودار در می شود. تشکیل نقطه، سری یک از دنباله، هر نمودار

دارند. قرار

بگیرید: نظر در را an = ٢n− ١ دنباله

بنویسید. را دنباله اول جمله چهار الف)

است؟ حسابی دنباله دنباله، این آیا ب)

دهید. نشان مختصات، محورهای روی را دنباله این اول جمله چهار پ)

۴٨ مثال

الف) پاسخ:

a١ = ٢× ١− ١ = ٢− ١ = ١→ a١ = ١, a٢ = ٢× ٢− ١ = ۴− ١ = ٣→ a٢ = ٣

a٣ = ٢× ٣− ١ = ۶− ١ = ۵→ a٣ = ۵, a۴ = ٢× ۴− ١ = ٨− ١ = ٧→ a۴ = ٧

٩٩
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می باشد. ١, ٣, ۵, ٧, . . . به صورت آن جملات پس

.d = ٢ با است حسابی دنباله بله، ب)

کرده ایم: رسم را y = ٢x− ١ معادله به خط و an = ٢n− ١ دنباله نمودار زیر در پ)

١ ٢ ٣ ۴

٧

۵

٣

١

n

an

١ ٢ ٣ ۴

٧

۵

٣

١

x

y

نمودار دنباله
an = ٢n− ١

نمودار دنباله
y = ٢x− ١

گرفت: می  توان را نتیجه ها این قبل، مثال از

ضریب و n ضریب کنید (دقت دارد. قرار y = bx+ c معادله به خط روی ،an = bn+ c دنباله نمودار (١

برابرند.) ،x

است. یکسان خط شیب و (d) مشترک اختلاف با دنباله عمومی جمله در n ضریب (٢

١۵ نکته

١٠٠
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است؟ کدام دنباله این هفتم جمله می بینید. را an حسابی ئنباله دوم و اول جملات زیر، نمودار در

١ ٢
n

an

۴

١

−١١ (١

−١٢ (٢

−١۴ (٣

−١٧ (۴

تست:

٣ گزینه پاسخ:

می کنیم: حساب را مشترک اختلاف پس هستند. a٢ = ١ و a١ = ۴ که می گیریم نتیجه نمودار از

d = a٢ − a١ = ١− ۴ = −٣

می آوریم: بدست را a٧ مقدار ،d = −٣ و a١ = ۴ داشتن با حال

a٧ = a١ + ۶d = ۴ + ۶(−٣) = ۴− ١٨ = −١۴

حسابی: دنباله جملات مجموع

می خواهیم حال دیدید. حسابی دنباله جملات بین را روابط سری یک و حسابی واسطه درج عمومی، جمله این جا، تا

اول جمله با حسابی دنباله یک اول جمله n مجموع دهیم. ارائه فرمول حسابی، دنباله یک جملات مجموع برای

سؤال، داده های به توجه با که داریم فرمول دو ،Sn محاسبه برای می دهیم. نشان Sn با را d مشترک اختلاف و a١

می کنیم: استفاده آن ها از یکی از

می شود: حساب رابطه این از Sn باشیم، داشته را (an) آخر جمله و (a١) اول جمله ،(n) جملات تعداد اگر (١

Sn =
n

٢
(a١ + an) (٢. ١)

١٠١
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استفاده رابطه این از باشیم، داشته را (d) مشترک اختلاف و (a١) اول جمله ،(n) جملات تعداد اگر (٢

می کنیم:

Sn = n
٢ [٢a١ + (n− ١)d] (٢. ٢)

است؟ کدام اول، جمله ده مجموع ،۴ مشترک اختلاف و ٣ اول جمله با حسابی دنباله یک در

٢٢٠ (۴ ٢٣٠ (٣ ٢١٠ (٢ ٢٠٠ (١

تست:

٢ گزینه پاسخ:

می کنیم: بررسی را مسئله داده های ابتدا

کنیم: استفاده ،٢. ٢ فرمول از باید است. d = ۴ مشترک اختلاف و a١ = ٣ اول جمله ،n = ١٠ جملات تعداد

Sn =
n

٢
[٢a١ + (n− ١)d]⇒ S١٠ =

١٠
٢
[٢× ٣ + (١٠− ١)(۴)] = ۵(۶ + ٣۶) = ۵× ۴٢ = ٢١٠

آورید. بدست را رو به رو حسابی دنباله اعداد مجموع

۵, ٨, ١١, . . . , ٢۶

۴٩ مثال

پس داریم. نیاز مشترک اختلاف به جملات تعداد فرمول در کنیم. حساب را جملات تعداد باید اول پاسخ:

d = ٨− ۵ = ٣

تعداد =
آخری −جمله اولی جمله

d
+ ١⇒ n =

٢۶− ۵
٣

+ ١ =
٢١
٣

+ ١ = ٧ + ١ = ٨

فرمول، دو هر از است. d = ٣ مشترک اختلاف و an = ٢۶ آخر جمله ،a١ = ۵ اول جمله ،n = ٨ پس

است: راحت تر (٢. ١) فرمول ولی کرد، استفاده می توان

Sn =
n

٢
(a١ + an) =

٨
٢
(۵ + ٢۶) = ۴× ٣١ = ١٢۴

١٠٢
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٢١ سوم، ردیف و صندلی ١٨ دوم ردیف در صندلی، ١۵ اول ردیف در سینما، سالن یک برای داخلی طراح یک

٨٧٠ با سالنی داشتن برای شوند، اضافه نظم همین با ردیف هر صندلی های اگر است. کرده مشخص صندلی

باشیم؟ داشته صندلی ردیف چند باید صندلی،

۵٠ مثال

اختلاف و a١ = ١۵ آن در که است ١۵, ١٨, ٢١, . . . حسابی دنباله ردیف، هر در صندلی ها تعداد پاسخ:

از ردیف ها، تعداد یعنی ،n آوردن بدست برای ،Sn = ٨٧٠ بودن معلوم به توجه با می باشد. d = ٣ مشترک

داریم: جای گذاری با که می کنیم استفاده Sn =
n

٢
[٢a١ + (n− ١)d] رابطه

٨٧٠ =
n

٢
[٢× ١۵ + (n− ١)× ٣] ×٢−→ ١٧۴٠ = n(٣٠ + ٣n− ٣)⇒

١٧۴٠ = n(٣n+ ٢٧)⇒ ٣n٢ + ٢٧n− ١٧۴٠ = ٠ ÷٣−→ n٢ + ٩n− ۵٨ = ٠

∆ = b٢ − ۴ac = ٩٢ − ۴(١)(−۵٨٠) = ٨١ + ٢٣٢٠ = ٢۴٠١

n١ =
−b+

√
∆

٢a
=
−٩ + ۴٩

٢× ١
=

۴٠
٢

= ٢٠⇒ ٢٠ردیف

n٢ =
−b−

√
∆

٢a
=
−٩− ۴٩

٢× ١
=
−۵٨

٢
= −٢٩⇒ قبول غیرقابل

می کنیم. قبول را n = ٢٠ فقط باشد، طبیعی عدد باید ،n چون

:Sn روی از an آوردن به دست

کنید: نگاه مقابل، تساوی به

a۴ = (a١ + a٢ + a٣ + a۴)− (a١ + a٢ + a٣)

یعنی دوم پرانتز و می دهیم نشان S۴ با که اول جمله چهار مجموع یعنی اول پرانتز می کنیم: معنی را بالا تساوی

اول جمله چهار مجموع با است برابر (a۴) چهارم جمله می بینیم می دهیم. نشان S٣ با که اول جمله سه مجموع

a۴ = S۴ − S٣ یعنی .(S٣) اول جمله سه مجموع منهای (S۴)

می آید. در an = Sn − Sn−١ به صورت کلی حالت در رابطه این

١٠٣
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است؟ کدام آن، هفتم جمله آید، به دست Sn = n٢ + ٢n رابطه از حسابی دنباله یک اول جمله n مجموع اگر

١۶ (۴ ١۵ (٣ ١۴ (٢ ١٣ (١

تست:

٣ گزینه پاسخ:

٧, ۶ ،n جای باید Sn رابطه در ،S٧ و S۶ آوردن به دست برای کنیم. S۶ منهای را S٧ باید a٧ آوردن بدست برای

دهیم: قرار را

Sn = n٢ + ٢n n=۶−→ S۶ = ۶٢ + ٢× ۶ = ٣۶ + ١٢ = ۴٨

Sn = n٢ = ٢n n=٧−→ S٧ = ٧٢ + ٢× ٧ = ۴٩ + ١۴ = ۶٣
⇒ a٧ = S٧ − S۶ = ۶٣− ۴٨ = ١۵

Sn = n٢ + ٢n که قبل تست در مثلا است.
d

٢
،n٢ ضریب ،Sn =

n

٢
[٢a١ + (n− ١)d] فرمول به توجه با

.d = ٢ نتیجه در و
d

٢
= ١ پس است، ١ ،n٢ ضریب بود،

١۶ نکته

،S١

a١ همان که اول جمله ١ مجموع یعنی

.S١ = a١ می شود:

١٧ نکته

است؟ کدام آن عمومی جمله آید، به دست Sn = ٢n٢ − n رابطه از حسابی دنباله یک اول جمله n مجموع اگر

an = ٢n+ ٣ (۴ an = ٢n− ١ (٣ an = ۴n+ ۵ (٢ an = ۴n− ٣ (١

تست:

١٠۴
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١ گزینه پاسخ:

پس: است، a١ همان ،S١ گفتیم

Sn = ٢n٢ − n
n=١−→ S١ = ٢(١)٢ − ١ = ٢− ١ = ١⇒ a١ = ١

پس: است، ٢ عدد ،n٢ ضریب جا، این در است.
d

٢
،n٢ ضریب

d

٢
= ٢⇒ d = ۴

می نویسیم: را دنباله عمومی جمله ،d = ۴ و a١ = ١ داشتن با حالا

an = a١ + (n− ١)d⇒ an = ١ + (n− ١)(۴)⇒ an = ١ + ۴n− ۴⇒ an = ۴n− ٣

١٠۵
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٧١ صفحه تمرین های حل

است. حسابی دنباله یک، کدام کنید مشخص بازگشتنی، رابطه های جملات نوشتن با .١

پاسخ:

(الف an+١ =
١
an

, a١ = ٢

an+١ =
١
an

n=١−→ a٢ =
١
a١
⇒ a٢ =

١
٢

an+١ =
١
an

n=٢−→ a٣ =
١
a٢

=
١
١
٢
= ٢

دنباله جملات : ٢,
١
٢
, ٢, . . .

١
٢
− ٢ =

−٣
٢
̸= ٢− ١

٢
=

٣
٢
⇒ نیست. حسابی دنباله

(ب an+١ = an + ۵, a١ = −١

an+١ = an + ۵ n=١−→ a٢ = a١ + ۵ = −١ + ۵ = ۴

an+١ = an + ۵ n=٢−→ a٣ = a٢ + ۵ = ۴ + ۵ = ٩

an+١ = an + ۵ n=٣−→ a۴ = a٣ + ۵ = ٩ + ۵ = ١۴

دنباله جملات : −١, ۴, ٩, ١۴, . . .

۴− (−١) = ٩− ۴ = ١۴− ٩ = ۵⇒ d = ۵⇒ است. حسابی دنباله

(ج an+١ = ۵an + ١, a١ = −١

an+١ = ۵an + ١ n=١−→ a٢ = ۵a١ + ١ = ۵(−١) + ١ = −۵ + ١ = −۴

an+١ = ۵an + ١ n=٢−→ a٣ = ۵a٢ + ١ = ۵(−۴) + ١ = ۵(−۴) + ١ = −٢٠ + ١ = −١٩

دنباله جملات : −١,−۴,−١٩

− ۴− (−١) = −۴ + ١ = −٣ ̸= −١٩− (−۴) = −١٩ + ۴ = −١۵⇒ نیست. حسابی دنباله

(د an+١ − an = n

١٠۶
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an+١ − an = n
n=١−→ a٢ − a١ = ١

an+١ − an = n
n=٢−→ a٣ − a٢ = ٢

نیستند برابر دوم، جمله و سوم جمله اختلاف با اول جمله و دوم جمله اختلاف که است این نشان دهنده بالا، روابط

نیست. حسابی دنباله پس است حسابی دنباله تعریف با مغایر که

است؟ ۵۵۵ برابر دنباله جمله کدام است. ٨ برابر مشترک اختلاف و −۵ برابر اول جمله حسابی، دنباله یک در .٢

۵۵۵ جمله شماره می خواهیم است. an = ۵۵۵ و d = ٨ و a١ = −۵ مسئله، اطلاعات به توجه با پاسخ:

آوریم. به دست را n یعنی

n =
آخر −جمله اول جمله

d
+ ١⇒ n =

۵۵۵− (−۵)
٨

+ ١

=
۵۶٠
٨

+ ١ = ٧٠ + ١ = ٧١⇒ a٧١ = ۵۵۵

کنید. مشخص را دنباله این سی اُم جمله است. ٩٢ آن نوزدهم جمله و ۵٢ حسابی دنباله یک جمله یازدهمین .٣

باید ابتدا ، سی اُم جمله کردن پیدا برای است. a١٩ = ٩٢ و a١١ = ۵٢ مسئله اطلاعات به توجه با پاسخ:

کنیم. پیدا را دنباله (d) مشترک اختلاف و (a١) اول جمله

d =
an − am
n−m

⇒ d =
a١٩ − a١١

١٩− ١١
=

٩٢− ۵٢
٨

=
۴٠
٨

= ۵

an = a١ + (n− ١)d⇒ a١١ = a١ + ١٠d⇒ ۵٢ = a١ + ١٠(۵)⇒ ۵٢ = a١ + ۵٠⇒ a١ = ٢

پس : a٣٠ = a١ + ٢٩d⇒ a٣٠ = ٢ + ٢٩× ۵ = ٢ + ١۴۵ = ١۴٧

است. ١۴٧ با برابر سی اُم جمله پس

از منطقه، یک کشاورزی در آب مصرف کاهش برای .۴
میله یک که صورت این به می شود؛ استفاده قطره ای آبیاری
به است. شده تعبیه آب پخش برای سوراخ هایی آن در که
محور یک حول مقابل) شکل مطابق ) چرخ هایی کمک
بعد و متر ٣ موتور تا چرخ اولین فاصله ی اگر می چرخد.
در و باشد متر ۵ بعدی چرخ تا چرخ هر فاصله ی آن، از
چه وسیله این با باشد، داشته قرار میله روی چرخ ١٢ کل،
انتهای در دقیقاً چرخ (آخرین می شود؟ آبیاری مساحتی

دارد.) قرار میله

a١ = ٣, d = ۵, n = ١٢

١٠٧
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می شود.) آبیاری میله این توسط که است دایره ای (شعاع است. متر ۵٨ موتور تا چرخ دوازدهمین فاصله

an = a١ + (n− ١)d→ a١٢ = ٣ + (١٢− ١)× ۵ = ۵٨

S = πr٢ = ٣/١۴× (۵٨)٢ = مربع١٠۵۶٢/٩۶ متر

با اگر می شود. استفاده گرم ١٢۵٠٠ وزن به صفحه یک از سنگ ها دادن صیقل برای سنگ بری کارخانه یک در .۵

وزن مداوم، استفاده هفته شش از پس شود، کم صفحه وزن از گرم ١٨٧۵ میانگین به طور هفتگی مصرف به توجه

است؟ چقدر صفحه

گرم ١٨٧۵ مقدار اول، هفته از پس بنابراین می شود، کم صفحه وزن از چون مسئله، اطلاعات به توجه با پاسخ:

و است، d = −١٨٧۵ و a١ = ١٢۵٠٠ − ١٨٧۵ = ١٠۶٢۵ بنابراین می شود. کم اولیه، وزن گرم ١٢۵٠٠ از

آوریم. به دست را a۶ مقدار باید

an = a١ + (n− ١)d⇒ a۶ = ١٠۶٢۵ + ۵(−١٨٧۵) = ١٠۶٢۵− ٩٣٧۵ = ١٢۵٠

دهند. تشکیل حسابی دنباله یک b تا a از دنباله جملات که می دهیم قرار به گونه ای را عدد n ،b و a عدد دو میان .۶

تعداد که باشید داشته (توجه می آید. به دست d =
b− a

n+ ١
رابطه  ی از دنباله جملات مشترک اختلاف کنید ثابت

است.) جمله (n+ ٢) جملات کل

d =
am − an
m− n

=
an+٢ − a١

n+ ٢− ١
=

b− a

n+ ١

حسابی دنباله یک که دهید قرار ١٨ و ١٠ اعداد میان به گونه ای را عدد سه ،۶ مسئله در آمده به دست رابطه براساس .٧

دهند. تشکیل

می آوریم: به دست را مشترک، اختلاف ابتدا پاسخ:

d =
an − am
n+ ١

⇒ d =
١٨− ١٠
٣ + ١

=
٨
۴
= ٢

١٢ ١۴ ١۶

+٢ +٢ +٢

١٨

+٢

١٠

آورید. به دست را زیر عددهای مجموع .٨

(الف ١, ۵, ٩, . . . , ۴٠١

١٠٨
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به دست را جملات تعداد ابتدا می باشد. d = ۵− ١ = ۴ و an = ۴٠١ ،a١ = ١ شده، داده دنباله در پاسخ:

می آوریم:

n =
an − am

d
+ ١⇒ n =

۴٠١− ١
۴

+ ١ = ١٠١

می باشد. n = ١٠١ جملات تعداد پس

Sn =
n

٢
(a١ + an)⇒ S١٠١ =

١٠١
٢

(١ + ۴٠١) = ٢٠٣٠١

(ب ٨٩, ٨۵, ٨١, . . . , ١٣

به را جملات تعداد ابتدا می باشد. d = ٨۵− ٨٩ = −۴ و an = ١٣ ،a١ = ٨٩ شده، داده دنباله در پاسخ:

می آوریم: دست

n =
an − am

d
+ ١⇒ n =

١٣− ٨٩
−۴

+ ١ = ١٩ + ١ = ٢٠

می باشد. n = ٢٠ جملات تعداد پس

Sn =
n

٢
(a١ + an)⇒ S٢٠ =

٢٠
٢
(٨٩ + ١٣) = ١٠٢٠

استفاده نردبان هایی از میوه ها چیدن برای باغ داران .٩
برای می گیرد، قرار زمین روی که آنها از بخشی که می کنند
به که نردبان انتهای و دارد بیشتری عرض بیشتر، تعادل
تکیه گاه و آسان تر جا به جایی برای می شود، داده تکیه درخت

دارد. کمتری عرض بهتر،
و سانتی متر ١٢۵ نردبان این پله ی نخستین عرض اگر
شود گرفته نظر در سانتی متر ۴۵ آن پله ی آخرین عرض
این باشد، پیشین پله ی از کوتاه تر سانتی متر ١٠ پله هر و
چند به پله ها ساخت برای داشت؟ خواهد پله چند نردبان

داشت؟ خواهیم احتیاج چوب متر

d =
b− a

n+ ١
→ −١٠ =

۴۵− ١٢۵
n+ ١

→ −١٠n− ١٠ = ۴۵− ١٢۵→ −١٠n = −٧٠→ n = ٧

دارد. پله ٩ کلا نردبان پس دارد، قرار پله دو بین پله ٧

پله ها طول : ١٢۵ + ١١۵ + · · ·+ ۴۵

S٩ =
٩
٢
(١٢۵ + ۴۵) = ٧۶۵ سانتی متر ٧۶۵÷ ١٠٠ = ٧/۶۵ متر

١٠٩
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سه آن از که است متر ٨۴/۶ زارچ قنات چاه مادر عمق ایران- قنات طولانی ترین زارچ، قنات امروزی ارزش .١٠

(میله ی چاه ششمین و پنجاه عمق و برابر قنات شاخه سه هر میله های تعداد اگر است. شده خارج قنات شاخه

آخرین عمق و باشد یکسان میله دو هر میان فاصله ی و ثابت زمین شیب اینکه فرض با باشد، متر ٧٨ ۵۵اُم)،

شود: گرفته نظر در سانتی متر ١٢٠ (میله) قنات چاه

است؟ میله چند دارای قنات شاخه هر الف)

قنات کل در شده حفر چاه های طول مجموع است؟ چقدر مسیر این در شده حفر چاه های طول مجموع ب)

است؟ چقدر

هزینه ی باشد، تومان هزار ٢۵٠ دیوارچینی) و مصالح حفر، (شامل چاه متر یک حفر هزینه ی میانگین اگر ج)

است؟ چقدر حاضر حال در قنات چاه های حفر

به توجه با است. کیلومتر ٧١ قنات کانال کل طول مجموع در زارچ قنات در مهندسی، محاسبات طبق د)

(راهنمایی: است؟ چقدر زارچ قنات کل ارزش قنات، کانال حفر برای تومان هزار ٣۵٠ هزینه ی میانگین

an

nاُم چاه عمق را

a١ و قنات کانال تا

بگیرید.) نظر در چاه مادر عمق را

(الف an = ١٢٠ فرض }با
a١ = ٨۴/۶× ١٠٠ = ٨۴۶٠ cm

a۵۶ = ٧٨× ١٠٠ = ٧٨٠٠ cm
→ d =

٧٨٠٠− ٨۴۶٠
۵۵

= −١٢ cm

١٢٠ = ٨۴۶٠ + (n− ١)× (−١٢)→ ١٢n = ٨٣۵٢→ n = ۶٩۶ میله تعداد

(ب S۶٩۶ =
۶٩۶
٢

(٨۴۶٠ + ١٢٠) = ٢٩٨۵٨۴٠ cm = ٢٩٨۵٨/۴ m

شده حفر چاه های کل طول مجموع = ٣× ٢٩٨۵٨/۴− ٢× ٨۴/۶ = ٨٩۴٠۶ m

١١٠
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٣ شاخه
چاه مادر

١ شاخه

٢ شاخه

(ج هزینه c(x) = ٨٩۴٠۶× ٢۵٠٠٠٠ = ٢٢٣۵١۵٠٠٠٠٠

(د کانال حفر هزینه : ٧١٠٠٠ m× ٣۵٠٠٠٠تومان = ٢۴٨۵٠٠٠٠٠٠٠

قنات زارچ حفاری ارزش : ٢۴٨۵٠٠٠٠٠٠٠ + ٢٢٣۵١۵٠٠٠٠٠ = ۴٧/٢٠١/۵٠٠/٠٠٠

١١١



٣ فصل

غیرخطی الگوهای

فصل کلی اهداف

الگوهای با آشنایی -١
پدیده هایی برخی در غیرخطی

واقعی دنیای از
هندسی دنباله مفهوم با آشنایی -٢

غیرخطی. الگوهای با آن ارتباط و
توصیف در هندسی دنباله مفهوم کار گیری به -٣
روزمره. زندگی و پیرامون محیط متفاوت پدیده های

مطرح مفاهیم میان ارتباط دادن نشان -۴
درس ها. در شده

مسئله حل موقعیت آوردن فراهم -۵
محتوای درک و فهمیدن برای

ریاضی. مفهومی و موضوعی

١١٢
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هندسی اول-دنباله درس
برابر ٣ (هرماه می کند برابر سه را پس انداز مقدار هرماه، و می کند پس انداز تومان ۵٠٠ اول، ماه در شخصی کنید فرض

دهید: پاسخ زیر سوالات به شده داده اطلاعات به توجه با می کند). پس انداز قبل ماه

بنویسید. را الگو این اول چهارجمله دهیم، نشان an با را nام ماه در انداز پس اگر الف)

دهید. نشان را اول جمله چهار جدول، یک در ب)

بنویسید. را پس انداز اعداد دنباله پ)

کنید. رسم را آن نمودار ت)

داریم: می باشد. a١ = ۵٠٠ پس است، کرده انداز پس تومان ۵٠٠ اول ماه اینکه به توجه با الف) پاسخ:

a٢ = ٣× ۵٠٠ = ١۵٠٠, a٣ = ٣× ١۵٠٠ = ۴۵٠٠, a۴ = ٣× ۴۵٠٠ = ١٣۵٠٠

است: زیر به صورت آن ب)جدول

ماه) n(شماره ١ ٢ ٣ ۴

انداز) پس an(مقدار ۵٠٠ ١۵٠٠ ۴۵٠٠ ١٣۵٠٠

می باشد. ۵٠٠, ١۵٠٠, ۴۵٠٠, ١٣۵٠٠, . . . به صورت پس انداز دنباله پ)

می باشد: مقابل به صورت آن نمودار ت)

ماه

پس انداز مقدار

١

۵٠٠

٢

١۵٠٠

٣

۴۵٠٠

۴

١٣۵٠٠

١١٣



غیرخطی الگوهای .٣ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

نیست. حسابی دنباله، دنباله، این پس نیست خطی نمودار این که است مشخص نمودار به توجه با یادآوری:

هندسی: دنباله

هندسی دنباله آن به باشد، آمده دست به قبلی اش جمله در ثابت مقدار یک ضرب از دنباله، جمله های از کدام هر اگر

قبلی اش جمله در ٣ عدد ضرب از جمله هر بعد، به دوم جمله از بگیرید: نظر در را ٢, ۶, ١٨, ۵۴, .. اعداد دنباله می گوییم

روند این و ١٨ شده شده، ضرب ٣ در ۶ بعد آمده، دست به ۶ شده، ضرب ٣ در بود، ٢ اول جمله است. آمده دست به

است. هندسی دنباله یک دنباله، این پس دارد. ادامه

٢ ۶ ١٨ ۵۴ · · ·

×٣ ×٣ ×٣

داریم: مهم عامل دو هندسی، دنباله در

می باشد. a١ = ٢ بالا، دنباله در می دهیم. نشان a١ با که دنباله اول جمله (١

می دهیم. نشان r با و می گوییم مشترک نسبت ثابت، مقدار این به می شود. ضرب دنباله جملات در که ثابتی مقدار (٢

بود. r = ٣ بالا، دنباله در

کنیم؟ چه کار .باید بخواهیم را بیستم جمله ٢, ۶, ١٨, ۵۴, . . . هندسی دنباله در اگر حال (٣

نسبت و a١ با را اول جمله اگر آوریم. دست به بتوانیم بخواهیم، که را جمله ای هر که کنیم پیدا رابطه ای باید پاسخ:

داریم: دهیم، rنشان با را مشترک

اول جمله = a١

دوم جمله = اول ×جمله مشترک →نسبت a٢ = a١r

سوم جمله = دوم مشترک×جمله →نسبت a٣ = a٢r
a٢=a١r−−−−→ a٣ = a١r × r → a٣ = a١r

٢

چهارم جمله = سوم مشترک×جمله →نسبت a۴ = a٣r
a٣=a١r٢

−−−−→ a۴ = a١r
٢ × r → a۴ = a١r

٣

...

شده، ضرب آن در جمله شماره از تر کم یکی توان به r و دارد وجود جملات تمام در a١ دارد. ادامه شکل همین به بالا روند

a۴ = a١r
٣⃝→۴ از تر کم یکی :٣ توان به r در ضرب a١ شده چهارم جمله مثلا

١١۴
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می گوییم، هندسی دنباله عمومی جمله آن به که هندسی دنباله nام جمله برای کلی رابطه یک می توانیم آمده دست به الگوی از

باشند. صفر نباید a١ و r که بدانید هم را این بنویسیم:

جمله شماره

هندسی دنباله عمومی جمله : an = a١ · rn−١

nام جمله اول جمله مشترک نسبت

است؟ هندسی زیر، ازدنباله های یک کدام

٣, ۶, ١٢, ٢۴, . . . (٢ ١, ۴, ٧, ١٠, . . . (١

١, ۴, ٩, ١۶, . . . (۴ ٢, ۴, ۶, ٨, . . . (٣

تست:

دارد بزرگ تری شماره که جمله ای است، کافی r محاسبه برای باشیم، داشته متوالی جمله دو هندسی، دنباله در اگر

r =
an+١

an
داریم: بنابراین کنیم. تقسیم آن قبلی جمله بر را

١٨ نکته

می کنیم: استفاده شده مطرح که نکته ای از ٢ گزینه پاسخ:

١) ١, ۴, ٧, ١٠, . . .
۴
١
̸= ٧

۴
⇒ نیست هندسی دنباله

٢) ٣, ۶, ١٢, ٢۴, . . .
۶
٣
=

١٢
۶

=
٢۴
١٢

= ٢

است. r = ٢ مشترک نسبت با هندسی دنباله یک گزینه، این پس مانده، ثابت متوالی، جملات نسبت

٣) ٢, ۴, ۶, ٨, . . .
۴
٢
̸= ۶

۴
→ نیست هندسی دنباله

۴) ١, ۴, ٩, ١۶, . . .
۴
١
̸= ٩

۴
→ نیست هندسی دنباله

آورید. بدست را دهم جمله ٣, ۶, ١٢, . . . هندسی دنباله در

۵١ مثال

١١۵
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را a١٠ مقدار ،an = a١r
n−١ رابطه از استفاده با است. n = ١٠ و r =

۶
٣
= ٢ و a١ = ٣ دنباله این در پاسخ:

می آوریم: بدست

a١٠ = a١r
٩ → a١٠ = ٣× ٢٩ = ٣× ۵١٢ = ١۵٣۶

می باشد؟
١
٣٢

برابر چندم جمله ٨, ۴, ٢, . . . دنباله در

٩ (٣ ٨ (٢ ٧ (١

١٠ (۴

تست:

جمله ای دنباله به ما می باشد. an =
١
٣٢

و r =
a٢

a١
=

۴
٨
=

١
٢

،a١ = ٨ شده داده هندسی دنباله در ٣ گزینه پاسخ:

باشد.
١
٣٢

برابر که هستیم

می آوریم: بدست را n مقدار ، an = a١r
n−١ رابطه از استفاده با

١
٣٢

= ٨×
(

١
٢

)n−١

⇒
(

١
٢

)n−١

=
١
٣٢
÷ ٨

⇒
(

١
٢

)n−١

=
١
٣٢
× ١

٨

⇒
(

١
٢

)n−١

=

(
١
٢

)۵(١
٢

)٣

⇒
(

١
٢

)n−١

=

(
١
٢

)٨

→ n− ١ = ٨→ n = ٩

هندسی: دنباله انواع

دنباله: این مثل هستند، افزایشی دنباله جملات باشد، r > ١ و مثبت اول جمله اگر (١

٣ ۶ ١٢ ٢۴

×٢ ×٢ ×٢

دنباله: این مثل هستند، کاهشی دنباله جملات باشد، ٠ < r < ١ و مثبت اول جمله اگر (٢

۴٠ ٢٠ ١٠ ۵ · · ·

× ١
٢ × ١

٢ × ١
٢

١١۶
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افزایشی، نه و است کاهشی نه دنباله می شوند، منفی و مثبت میان در یک جملات باشد، r < ٠ و مثبت اول جمله اگر (٣

است: r = −٢ آن در که مقابل دنباله مانند

۵ −١٠ ٢٠ −۴٠

×(−٢) ×(−٢) ×(−٢)

دنباله: این مثل است. کاهشی دنباله باشد، r > ١ و منفی اول جمله اگر (۴

−٢ −۶ −١٨ −۵۴

×٣ ×٣ ×٣

دنباله: این مثل است. افزایشی دنباله باشد، ٠ < r < ١ و منفی اول اگرجمله (۵

−۴٠ −٢٠ −١٠ −۵

× ١
٢ × ١

٢ × ١
٢

نه و است کاهشی نه دنباله و می شوند منفی و مثبت میان در یک دنباله جملات باشد، r < ٠ و منفی جمله اگر (۶

دنباله: این مثل افزایشی.

−٢ ٨ −٣٢ ١٢٨

×(−۴) ×(−۴) ×(−۴)

می شود. بیان زیر، جدول در خلاصه به صورت شده، گفته مطالب

r > ١ ٠ < r < ١ r < ٠

a١ > ٠ افزایشی کاهشی کاهشی نه افزایشی، نه

a١ < ٠ کاهشی افزایشی کاهشی نه نفزایشی، نه

آورید. بدست را دنباله این مشترک نسبت است. ٣٢٠ اول جمله و ۵ هفتم جمله کاهشی، هندسی دنباله یک در

۵٢ مثال

١١٧
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جمله به توجه با آوریم. به دست می خواهیم را r و هستند a٧ = ۵ و a١ = ٣٢٠ مسئله، اطلاعات به توجه با پاسخ:

می نویسیم: هفتم

a٧ = a١r
۶ ⇒ ۵ = ٣٢٠× r۶ ⇒ r۶ =

۵
٣٢٠
⇒ r۶ =

١
۶۴

r۶ =

(
١
٢

)۶

→ r = ±١
٢

است. قبول قابل r =
١
٢

فقط و باشد منفی r نباید است، کاهشی دنباله چون

کدام مشترک نسبت و اول جمله مجموع هستند. -۵۶ و ٧ ترتیب به هندسی دنباله یک پنجم و دوم جمله های

است؟
١١
٢

(٣ −٣
٢

(٢
٣
٢

(١

−١١
٢

(۴

تست:

۴ گزینه پاسخ:

از بعد معمولا بنویسیم. r و a١ برحسب را سوال داده های باید هندسی دنباله های سوال از بعضی حل برای اول) روش

بیاید. دست به (r, a١) مجهولات از یکی تا می کنیم تقسیم هم بر را معادله دو طرفین بعد می رسیم. معادله دو به کار، این

می کنیم. حساب را دیگر مجهول اولیه، معادله دو از یکی کمک با بعد

است ٧ دوم، ⇒جمله a٢ = ٧⇒ a١r = ٧

است − ۵۶ پنجم، ⇒جمله a۵ = −۵۶⇒ a١r
۴ = −۵۶

می کنیم: تقسیم هم به را آمده دست به معادله دو طرفین حال،

��a١r
۴

��a١r
=
−۵۶

٧
⇒ r٣ = −٨→ r = −٢

بیاید: دست به a١ تا می دهیم قرار اول معادله در را r = −٢

a١r = ٧ r=−٢−−−→ −٢a١ = ٧⇒ a١ =
−٧
٢

می کنیم: حساب را r و a١ مجموع

a١ + r =
−٧
٢

+ (−٢) =
−١١

٢

١١٨



غیرخطی الگوهای .٣ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

یعنی: کنیم ضرب (r) مشترک نسبت در بار سه را اول جمله باید برسیم. چهارم جمله به اول جمله از از آنکه برای

a١ a٢ a٣ a۴

×r ×r ×r a١ × r٣ = a۴ یا
a۴

a١
= r٣

می رسیم.
an
am

= r(n−m) رابطه به کنیم بیان کلی، حالت در را موضوع این اگربخواهیم

نوشت: میتوان شده، گفته نکته به توجه با دوم) روش

a۴

a١
= r۴−١ ⇒ −۵۶

٧
= r٣

r٣ = −٨→ r = −٢

می کند. پیدا ادامه اول روش مانند حل، راه ادامه

١٩ نکته

آورید. بدست را
a٧

a۴
حاصل باشد، a٨ = ١۶٠ و a٣ = ۵ اگر هندسی، دنباله یک در

۵٣ مثال

شده: گفته نکته طبق پاسخ:

a٨

a٣
= r٣−٨ ⇒ ١۶٠

۵
= r۵ ⇒ ٣٢ = r۵ ⇒ r = ٢

a٧

a۴
= r٧−۴ → a٧

a۴
= r٣ = ٢٣ = ٨

است. برقرار آنها بین زیر، رابطه آنگاه باشند، هندسی دنباله یک متوالی جمله سه z, y, x اگر

x, y, z︸ ︷︷ ︸
متوالی جمله ٣

⇒ y

x
=

z

y
⇒ y٢ = xz می نامند) z, x بین هندسی واسطه را y)

٢٠ نکته

١١٩
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است؟ کدام a باشند، هندسی دنباله یک متوالی جمله سه ،a+ ۵ و a+ ١ ،a− ١ عدد سه اگر

۵ (۴ ۴ (٣ ٣ (٢ ٢ (١

تست:

هستند: روبه رو صورت به متوالی جمله سه ٢ گزینه پاسخ:

a− ١︸ ︷︷ ︸
x

, a+ ١︸ ︷︷ ︸
y

, a+ ۵︸ ︷︷ ︸
z

y٢ = xz ⇒ (a+ ٢(١ = (a− ١)(a+ ۵)⇒

��a
٢ + ٢a+ ١ =��a

٢ + ۴a− ۵⇒ ٢a− ۴a = −۵− ١

⇒ −٢a = −۶⇒ a = ٣

صورت این در شود. خواسته مشترک نسبت مقدار سوال، در بود ممکن ولی است. تمام مسئله و آوردیم دست به را a

می کنیم. جایگذاری را a = ٣

a− ١, a+ ١, a+ ۵ a=٣−−→ ٢, ۴, ٨

با: است برابر مشترک نسبت پس

r =
دوم جمله
اول جمله

=
۴
٢
= ٢

است. برابر aq و ap حاصلضرب با an و am جمله دو حاصلضرب باشد، m+ n = p+ q اگر

m+ n = p+ q ⇒ am × an = ap × aq

پس است، ٢ + ٨ = ۵ + ۵ چون یا و a٢ × a٧ = a۴ × a۵ پس است، ٢ + ٧ = ۴ + ۵ چون مثلا

است. a٢, a٨ جمله دو وسط a۵ که کنید دقت a٢ × a٨ = (a۵)
٢ تساوی در .a٢ × a٨ = (a۵)

٢

٢١ نکته

١٢٠
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کدام چهارم، جمله است. ٣۶ با برابر پنجم و سوم جملات حاصلضرب مثبت، جملات با هندسی دنباله یک در

است؟

١٨ (۴ ١٢ (٣ ۶ (٢ ۴ (١

تست:

پس ،٣ + ۵ = ۴ + ۴ می دانیم و هستند a۴ و a۵ ،a٢ داریم که جمله هایی ٢ گزینه پاسخ:

a٣ × a۵ = (a۴)
٢ → ٣۶ = (a۴)

٢ ⇒ a۴ = ±۶
مثبت →−−−−−جملات a۴ = ۶

پس هستند، هندسی دنباله متوالی جمله سه پنجم، و چهارم سوم، جملات گفت می توان البته

(a۴)
٢ = a٣ × a۵ → (a۴)

٢ = ٣۶→ a۴ = ±۶
مثبت →−−−−−جملات a۴ = ۶

هندسی واسطه درج

این همه که بطوری دهیم، قرار شده داده عدد دو بین عدد، چندتا که است این عدد دو بین هندسی واسطه درج از منظور

بدهند. هندسی دنباله یک تشکیل آنها) بین جدید اعداد با را اولی عدد دو (یعنی باهم اعداد

a,⃝,⃝, . . . ,⃝︸ ︷︷ ︸
هندسی واسطه های

, b

عمل طور این بسازند هندسی دنباله هم با تا می دهیم قرار عدد دو ،۴٠ و ۵ عدد دو بین می خواهیم کنید فرض

۵,⃝,⃝, ۴٠ می دهیم: قرار ۴٠ و ۵ بین را عدد دو بین می کنیم:

می کنیم. حساب را مشترک نسبت حال می شود. چهارم جمله ،۴٠ عدد بگیریم، اول جمله را ۵ اگر الان

a۴ = a١r
٣ ⇒ ۴٠ = ۵× r٣ → r٣ = ٨⇒ r = ٢

می کنیم. ٢ در ضرب می کنیم شروع ۵ از می آوریم. دست به را واسطه دو حالا،

۵ ١٠ ٢٠ ۴٠
×٢ ×٢ ×٢

۵۴ مثال

١٢١



غیرخطی الگوهای .٣ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

هندسی، دنباله یک ،b به ختم و a از شروع دنباله جملات که می دهیم قرار طوری را عدد n ،b و a عدد دو میان

تعداد (راهنمایی: می آید. دست به rn+١ =
b

a
رابطه از هندسی دنباله مشترک نسبت کنید ثابت دهند. تشکیل

است.) جمله (n+ ٢) جملات، کل

٢٢ نکته

جمله ،b پس داریم جمله (n + ١) کنون تا پس دهیم. قرار b و a ببین جمله n می خواهیم است، a اول جمله پاسخ:

است. (n+ ٢) شماره

b = an+٢ ⇒ b = ar(n+٢)−١ ⇒ b = a× rn+١

b = a× rn+١ ⇒ rn+١ =
b

a

هاست. واسطه nتعداد و مشترک نسبت r ، آخر جمله b ، اول جمله a رابطه، این در

است؟ کدام سوم واسطه داده ایم، قرار مثبت هندسی واسطه سه ،١١٢ و ٧ عدد دو بین

٢٨ (۴ ۵۶ (٣ ۵۴ (٢ ۶۴ (١

تست:

است. k = ٣ ها واسطه تعداد و ١١٢ آخر جمله ،a = ٧ اول جمله می کنیم. استفاده شده گفته نکته از ٣ گزینه پاسخ:

پس:

rk+١ =
b

a
⇒ r١+٣ =

١١٢
٧
⇒ r۴ = ١۶⇒ r = ±٢

.r = ٢ نتیجه در باشد. مثبت باید r پس هستند، علامت) (هم مثبت جمله ها چون

می آییم: جلو و کرده ضرب ٢ در را جملات و می کنیم شروع ٧ از حالا

٧ ١۴ ٢٨ ۵۶ ١١٢
×٢ ×٢ ×٢ ×٢

است. ۵۶ سوم، واسطه پس

بدهند؟ ٣ مشترک نسبت با هندسی دنباله یک تشکیل هم با تا دهیم قرار عدد چند ،۴٠۵ و ۵ عدد دو بین

۵۵ مثال

١٢٢
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حساب را k یعنی واسطه ها تعداد است. r = ٣ مشترک نسبت و b = ۴٠۵ آخر جمله a = ۵٠ اول جمله پاسخ:

می کنیم.

rk+١ =
b

a
→ ٣k+١ =

۴٠۵
۵
⇒ ٣k+١ = ٨١→ ٣k+١ = ٣۴ ⇒ k + ١ = ۴→ k = ٣

هندسی دنباله بازگشتی رابطه

است. هندسی دنباله باشد، ثابت مقداری آن، متوالی جمله دو نسبت که دنباله ای گفتیم

نشان r با و گفته مشترک نسبت متوالی، جمله دو نسبت به می گیریم. an−١ و an را متوالی جمله دو کلی، حالت در

بنابراین: باشد، r با برابر
an
an−١

باید تعریف، طبق پس می دهیم.

هندسی دنباله بازگشتی رابطه :
an
an−١

= r یا an = ran−١

صورت به بازگشتی رابطه با است، r = ٢ آن مشترک نسبت و a١ = ٣ اولش جمله که ٣, ۶, ١٢, ٢۴, . . . دنباله

می شود. داده نشان a١ = ٣ شرط با an = ٢an−١ یا
an
an−١

= ٢

۵۶ مثال

بنویسید. را a١ = ۴ شرط با ۴, ۶, ٩,
٢٧
٢
, . . . هندسی دنباله بازگشتی رابطه

۵٧ مثال

می کنیم: حساب را مشترک نسبت اول پاسخ:

r =
دوم جمله
اول جمله

=
۶
۴
=

٣
٢

می دهیم: قرار هندسی دنباله بازگشتی رابطه فرمول در را r =
٣
٢

پس

an
an−١

= r → an
an−١

=
٣
٢

می کنیم: وسطین طرفین را بالا رابطه

an
an−١

=
٣
٢
→ ٢an = ٣an−١

١٢٣



غیرخطی الگوهای .٣ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

an+١ = nan رابطه از an = r · an−١ جای به می توانیم هستند، متوالی جمله دو هم an+١ و an که آن جایی از

کنیم. استفاده

٢٣ نکته

است؟ کدام دنباله این هفتم جمله باشد، a١ =
١
٢٧

و an+١ = ٣an به صورت دنباله یک بازگشتی رابطه اگر

٢۴٣ (۴ ٨١ (٣ ٩ (٢ ٢٧ (١

تست:

است. r = ٣ مشترک نسبت با هندسی دنباله یک دنباله این می فهمیم an+١ = ٣an رابطه به توجه با ١ گزینه پاسخ:

می کنیم: حساب را هفتم جمله داریم. را a١ =
١
٢٧

اول جمله

a٧ = a١r
۶ ⇒ a٧ =

(
١
٢٧

)
× ٣۶ = ٣−٣ × ٣۶ = ٣٣ = ٢٧

دارو عمر نیمه

عمر نیمه می رسد. دارو مصرف زمان از اولیه میزان نصف به خون در دارو میزان که است زمانی مدت دارو، یک عمر نیمه

می دهند. نشان t ١
٢

با را دارو یک

داریم. اختیار در را است ۶ساعت آن عمر نیمه که دارو یک از گرم میلی ۴٠ می کنیم فرض

گرم. میلی ٢٠ می شود می ماند، خون در که دارویی مقدار ۶ساعت، از بعد

گرم میلی ١٠ می ماند خون در که دارویی مقدار دارو)، مصرف شروع از بعد ساعت ١٢) دوم ۶ساعت از بعد

می شود. (٢٠ (نصف

گرم میلی ۵ می ماند، خون در که دارویی مقدار دارو)، مصرف شروع از بعد ساعت ١٨) سوم ساعت ۶ از بعد

دارد. ادامه داستان این و شده

۴٠
از۶ساعت →−−−−−بعد ٢٠

از۶ساعت →−−−−−بعد ١٠
از۶ساعت →−−−−−بعد ۵

از۶ساعت →−−−−−بعد ٢٫۵
از۶ساعت →−−−−−بعد ١٫٢۵ . . .

۵٨ مثال

١٢۴
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عمر نیمه nامین از پس شخص بدن در موجود داروی میزان an و شخص بدن در مصرف از پس دارو اولیه میزان a٠ اگر

داریم: را زیر های رابطه باشد،

بازگشتی رابطه : an =
١
٢
an−١ عمومی جمله : an = a٠

(
١
٢

)n

کنیم پیدا را آن تعداد زیر، رابطه کمک به باید باشد، نداده مستقیم را عمر نیمه تعداد سوال، اگر

عمر نیمه تعداد =
شده سپری زمان مدت

عمر نیمه یک طول
⇒ n =

T

t ١
٢

٣ را n باید باشد، ساعت ١٨ دارو، مصرف شروع از شده سپری زمان و باشد ۶ساعت دارو، یک عمر نیمه اگر مثلا

است: ساعت ۶ ٣تا ساعت، ١٨ چون بگیریم،

n =
١٨
۶

= ٣

میلی گرم چند ساعت، ١۵ از بعد است. ساعت ٣ آن عمر نیمه که کرده مصرف را دارویی از گرم میلی ١٢٠ شخصی

است. مانده باقی شخص، این بدن در آن

٢٫٢۵ (۴ ٣ (٣ ٣٫٧۵ (٢ ۴ (١

تست:

می کنیم: حساب را عمر نیمه تعداد اول ٢ گزینه پاسخ:

n =
شده سپری زمان

عمر نیمه یک طول
=

١۵
٣

= ۵

می کنیم: حساب را a۵ مقدار است n = ۵ و a١ = ١٢٠ دارو اولیه مقدار

an = a١ ×
(

١
٢

)n

→ a۵ = ١٢٠×
(

١
٢

)۵

= ١٢٠× ١
٣٢

=
١٢٠
٣٢

=
١۵
۴

= ٣.٧۵

قرص باید بیمار ساعت، ٨ پایان در است. ٨ساعت آن عمر نیمه که داریم اختیار در را دارویی از گرم میلی ٨٠

در دارو مقدار چه ششم قرص خوردن هنگام در باشد، کرده مصرف قرص عدد ۵ اگربیمار کند. مصرف را جدیدی

است؟ بیمار بدن

۵٩ مثال

١٢۵
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نظر در an برابر nام، قرص خوردن هنگام و a١ برابر اول قرص خوردن هنگام بیمار بدن در دارو، مقدار اگر پاسخ:

بعد و است مانده باقی اول قرص از گرم میلی ۴٠ یعنی
٨٠
٢

میزان به دوم قرص خوردن هنگام در a١ = ٨٠ داریم: بگیریم،

a٢ =
٨٠
٢
+ ٨٠ به صورت a٢ مقدار بنابراین می شود. وارد بیمار، بدن به دوباره دارو، گرم میلی ٨٠ دوم، قرص خوردن از

می شود. محاسبه

با و است مانده باقی بیمار، بدن در
٨٠
٢

+ ٨٠ مقدار به دوم قرص و
٨٠
٢

٢
مقدار به اول قرص سوم، قرص خوردن هنگام

داریم: بنابراین می شود بیمار بدن وارد دارو جدید گرم میلی ٨٠ سوم، قرص خوردن

a٣ =
٨٠
٢

٢
+

٨٠
٢

+ ٨٠⇒ a٣ =
٨٠
۴

+
٨٠
٢

+ ٨٠

می یابد: ادامه مقابل، ترتیب به روند این

a۴ =
٨٠
٨

+
٨٠
۴

+
٨٠
٢

+ ٨٠

a۵ =
٨٠
١۶

+
٨٠
٨

+
٨٠
۴

+
٨٠
٢

+ ٨٠

a۶ =
٨٠
٣٢

+
٨٠
١۶

+
٨٠
٨

+
٨٠
۴

+
٨٠
٢

+ ٨٠

در که می دهد نشان را هندسی دنباله یک بگیریم، نظر در دنباله یک را ٨٠,
٨٠
٢
,

٨٠
۴
,

٨٠
٨
,

٨٠
١۶

,
٨٠
١۶

,
٨٠
٣٢

, . . . اگر حال

می دهد. نشان را دنباله این اول جمله شش مجموع همان a۶ می باشد. r =
١
٢

و a١ = ٨٠ آن،

a۶ = ٨٠ +
٨٠
٢

+
٨٠
۴

+
٨٠
٨

+
٨٠
١۶

+
٨٠
٣٢
⇒ a۶ = ٨٠ + ۴٠ + ٢٠ + ١٠ + ۵ +

۵
٢
= ١۵٧٫۵

دارد. وجود بیمار بدن در دارو گرم میلی ١۵٧.۵ ششم، قرص خوردن هنگان در بنابراین

هندسی دنباله جملات مجموع

محاسبه زیر بصورت می دهیم، نشان sn با را r مشترک نسبت و a١ اول جمله با هندسی دنباله یک اول جمله n مجموع

می شود:

Sn = a١ ×
١− rn

١− r
یا Sn =

a١)١− rn)

١− r
, r ̸= ١

بنویسیم. می توانیم هم Sn =
a١(r

n − ١)
r − ١

شکل به رابطه این البته

آورید. بدست را اول جمله هفت مجموع ،٢ مشترک نسبت و ۵ اول جمله با هندسی دنباله یک در

۶٠ مثال

١٢۶
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حساب را s٧ مقدار sn فرمول با است. r = ٢ مشترک نسبت و a١ = ۵ اول جمله ،n = ٧ جملات تعداد پاسخ:

می کنیم:

sn =
a١)١− rn)

١− r
⇒ s٧ =

۵(١− ٢٧)

١− ٢
=

۵(١− ١٢٨)
−١

= ۵× ١٢٧ = ۶٣۵

می کنیم. حساب را n عمومی جمله کمک با اول نداشتیم، را جملات تعداد ولی داشتیم، را آخر و اول جمله اگر

می کنیم. استفاده Sn فرمول از بعد

٢۴ نکته

٣, ۶, ١٢, . . . , ٩۶ است؟ کدام رو روبه اعداد مجموع

تست:

r =
a٢

a١
=

۶
٣
= ٢ می کنیم: حساب را مشترک نسبت اول ۴ گزینه پاسخ:

می آوریم: دست به عمومی جمله از استفاده با را جملات تعداد

an = a١r
n−١ a٣=١,an=٩۶−−−−−−→ ٩۶ = ٢× ٢n−١ → ٩۶

٣
= ٢n−١ → ٣٢ = ٢n−١ → ٢n−١ = ٢۵

⇒ n− ١ = ۵⇒ n = ۶

مجموع می  خواهیم پس است. r = ٢ مشترک نسبت و a١ = ٣ اول جمله ،n = ۶ جملات تعداد داریم: را اطلاعات این

کنیم: حساب را s۶ یعنی اول جمله ۶

Sn =
a١)١− rn)

١− r
→ s۶ =

١)٣− ٢۶)

١− ٢
=

١)٣− ۶۴)
−١

= ٣× ۶٣ = ١٨٩

٨۴ صفحه تمرینات حل

١٢٧
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می دهد. تشکیل را هندسی دنباله یک آنها، از یک کدام کنید مشخص بازگشتی، های رابطه جملات نوشتن -١

١) an+١ = (an)
٢ a١ =

١
٢

n = ١→ a٢ = (a١)
٢ =

(
١
٢

)٢

=
١
۴

n = ٢→ a٣ = (a٢)
٢ =

(
١
۴

)٢

=
١
١۶

١
٢

١
۴

١
١۶

× ١
٢ × ١

۴

دنباله :جملات نیست. هندسی دنباله

٢) an+١ =
٢
٣
an a١ =

١
٢

n = ١→ a١ =
٢
٣
a١ =

٢
٣

(
١
٢

)
=

١
٢

n = ٢→ a٣ =
٢
٣
a٢ =

٢
٣

(
١
٣

)
=

٢
٩

١
٢

١
٣

٢
٩

. . .

× ٢
٣ × ٢

٣

دنباله :جملات است. هندسی دنباله

٣) an+١ =
١

١ + an
a١ = ١

n = ١→ a٢ =
١

١ + ١
=

١
٢

n = ٢→ a٣ =
١

١ + a٢
=

١
١ + ١

٢
=

١
٣
٢

=
٢
٣

١
١
٢

٢
٣

. . .

× ١
٢ × ۴

٣

دنباله :جملات نیست. هندسی دنباله

۴) an+١ = ٢an a١ = ١

n = ١→ a٢ = ٢a١ = (١)٢ = ٢

n = ٢→ a٣ = ٢a٢ = (٢)٢ = ۴

١ ٢ ۴ . . .

×٢ ×٢

دنباله :جملات است. هندسی دنباله

١٢٨
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متوالی جمله سه a و b و c هرگاه کنید ثابت هندسی دنباله جملات مشترک نسبت و هندسی دنباله مفهوم به توجه با -٢

می نامند.) c و a میان هندسی واسه را b) a× c = b٢ آنگاه باشند، هندسی دنباله یک
b

a
= r

c

b
= r

→ b

a
=

c

b
→ a× c = b٢

آورید. دست به را x مقدار باشند، هندسی دنباله یک متوالی جمله سه x و x+ ٢ و x+ ٣ اگر -٣

پاسخ:

(x+ ٢(٢ = x(x+ ٣)⇒��x
٢ + ۴x+ ۴ =��x

٢ + ٣x⇒

۴x− ٣x = −۴→ x = −۴

روش های از مبتلاست، سینه سرطان به که فردی در می شود. ایجاد بدن در سلول ها حد از بیش تکثیر از سرطان -۴

می شود. استفاده سرطانی های سلول بردن بین از برای درمانی شیمی مختلفی

می رود. بین از سرطانی سلول های از درصدی بار هر و می شود تجویز بیمار به دفعه چندین دارو معمولا روش این در

داشته سلول ١٠١٢ ابتدا در او سرطانی توده اگر و ببرد بین از را فردی سلول های ٪۶٠ بار هر درمانی شیمی داروی اگر (آ)

می ماند؟ باقی فرد بدن در سرطانی سلول تعداد چه درمانی شیمی بار ٣ از پس باشد،

٪ ١٠٠− ٪۶٠ = ٪۴٠

a١ = ١٠١٢ ×
(

۴٠
١٠٠

)
= ٠٫۴× ١٠١٢, an = a١r

n−١ = (٠٫۴× ١٠١٢)×
(

۴٠
١٠٠

)n−١

= ١٠١٢ × (٠٫۴)n

a٣ = ١٠١٢ × (٠٫۴)٣ = ۴٣ × ١٠٩ = ۶۴× ١٠٩

کامل طور به شخص این اینکه برای است. شده متوقف سرطانی توده رشد درمانی، شیمی اولین از پس کنید فرض (ب)

با سپس و شود سلول ٧× ١٠۶ از کمتر درمانی شیمی کمک به اش سرطانی های سلول تعداد باید ابتدا شود، درمان

مطابق منظور، این برای شود. برداشته او سرطانی سلول های مانده باقی جراحی، کمک به سرطانی توده شدن کوچک

شود؟ درمانی شیمی باید مرتبه چند شخص این مسئله اطلاعات

an < ٧× ١٠۶

١٠١٢(٠٫۴)n < ٧× ١٠۶

١٠١٢ × (٠٫۴)١٣ = ١٠١٢ × (٠٫۴)١٣ = ۶٧١٠٨٨۶٫۴ < ٧٠٠٠٠٠٠

→ n = ١٣

١٢٩
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شود. درمانی شیمی باید مرتبه ١٣

تشکیل هندسی دنباله یک b به ختم و a از شروع دنباله جملات که می دهیم قرار طوری را عدد n و b و a عدد دو میان -۵

جملات کل تعداد (راهنمایی: می آید. دست به rn+١ =
b

a
رابطه از هندسی دنباله های مشترک نسبت کنید ثابت دهند.

است.) جمله (n+ ٢)

b = an+٢ = a× rn+١−٢ = a× rn+١

→ b = a× rn+١ → rn+١ =
b

a

دست به را هندسی دنباله این هفتم جمله است. ٢۴٣ دنباله، همین پنجم جمله و ٢٧ هندسی دنباله یک سوم جمله -۶

آورید.

نوشت: میتوان است. a۵ = ٢۴٣ ،a٣ = ٢٧ صورت به مسئله اطلاعات پاسخ:

rm−n =
am
an
→ r۵−٣ =

a۵

a٣
→ r٢ =

٢۴٣
٢٧

= ٩→ r = ±٣

a٣ = a١r
٢ ⇒ ٢٧ = a٢(٣±)١ ⇒ ٩a١ = ٢٧→ a١ = ٣

a٧ = a١r
۶ = ٣× (±٣)۶ = ٣× ٧٢٩ = ٢١٨٧

کدام باشد، آن با مساحت هم x ضلع به مربعی اگر است. مفروض مقابل شکل مطابق b و a اضلاع با مستطیلی -٧

می دهند. هندسی دنباله یک تشکیل زیر دنباله های از یک

a و b و x آ)

x٢ = a× b a و x و b
√

ب)

b و a و x ج)

a

b

x

١٣٠
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تماس سبب به وزنش از ١۵٪ دقیقه هر در زمین، جو به آن ورود از پس دارد. وزن کیلوگرم هزار ١۵ سنگ شهاب یک -٨

می ماند؟ باقی آن وزن از چقدر زمین جو به سنگ شهاب این ورود از دقیق پنج گذشت از پس می رود. بین از جو با

پاسخ:

١٠٠ ٪−١۵٪ = ٨۵٪

an = a× rn−١ → an = ١۵٠٠×
(

٨۵
١٠٠

)n−١

n = ۶→ a۶ = ١۵٠٠×
(

٨۵
١٠٠

)۶−١

= ١۵٠٠٠×
(

٨۵
١٠٠

)۵

= ۶۶۵۵٫۵٨

دارد ... و بزرگ مادر مادر چهار و بزرگ پدر پدر چهار بزرگ، مادر دو و بزرگ پدر دو مادر، و پدر شخصی -٩

بگیرید.) نظر در شخص مادر و پدر را نسل (نخستین بوده اند؟ نفر چند قبلی نسل ده در شخص این نیاکان آ)

چندنفرند؟ شخص) ومادر پدر (یعنی قبل نسل یک تا قبل نسل ده از شخص این نیاکان مجموع ب)

آ)

٢, ۴, ٨, . . .

an = a١r
n−١ = ٢× ٢n−١ = ٢n−١+١ = ٢n

→ a١٠ = ٢١٠ = ١٠٢۴

ب)

sn =
a١)١− rn)

١− r
→ S١٠ =

١)٢− ٢١٠)

١− ٢
= (١٠٢٣)٢ = ٢٠۴۶

آورید. به دست را زیرا مجموعه های -١٠

(الف ١ + ۴ + ١۶ + · · ·+ ۴٠٩۶

(ب
١
۵
+

١
١٠

+
١
٢٠

+ · · ·+ ١
۶۴٠

نسبت ،a١ = ۴ اول جمله با هندسی دنباله جملات مجموع ،١ + ۴ + ١۶ + · · · + ۴٠٩۶ عبارت الف) پاسخ:

می کنیم. حساب را n همان یا جملات تعداد عمومی، جمله کمک به ابتدا است. ۴٠٩۶ آخر جمله و ۴ مشترک

an = a١r
n−١ → ۴٠٩۶ = ١(۴)n−١ → ۴٠٩۶ = ۴n−١ → ۴n−١ = ۴۶ → n− ١ = ۶⇒ n = ٧

١٣١
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می کنیم. حساب را S٧ و کرده استفاده Sn فرمول از حال

Sn =
a١)١− rn)

١− r
⇒ S٧ =

١)١− ۴٧)

١− ۴
= ۵۴۶١

١
٢

مشترک نسبت ،a١ =
١
۵

اول جمله با هندسی دنباله جملات مجموع ،
١
۵
+

١
١٠

+
١
٢٠

+ · · ·+ ١
۶۴٠

عبارت ب)

می کنیم حساب را n همان یا جملات تعداد عمومی، جمله کمک به ابتدا است.
١

۶۴٠
آخر جمله و

an = a١r
n−١ → ١

۶۴٠
=

١
۵

(
١
٢

)n−١

⇒ ١
١٢٨

=

(
١
٢

)٧

=

(
١
٢

)n−١

→ n− ١ = ٧, n = ٨

می کنیم. حساب را S٨ و کرده استفاده Sn فرمول از حال

S٨ =
١
۵(١− ( ١

٢)
٨)

١− ١
٢

=
٢
۵

(
١− ١

٢۵۶

)
= ٠٫٣٩٨۴

۶ برابر دنباله جمله کدام است.
١
٢

هندسی دنباله این مشترک نسبت و ١۵٣۶ هندسی دنباله یک جمله نخستین -١١

آورید. دست به را ۶ عدد تا ١۵٣۶ از دنباله این جملات مجموع است؟

پاسخ:

a١ = ١۵٣۶, r =
١
٢
, an = ۶

an = a١r
n−١ → ۶ = ١۵٣۶×

(
١
٢

)n−١

→
(

١
٢

)n−١

=
۶

١۵٣۶
=

١
٢۵۶

=
١
٢٨ →

١
٢n−١ =

١
٢٨ → n− ١ = ٨→ n = ٩ نهم جمله

S٩ = ١۵٣۶×
١− ( ١

٢)
٩

١− ١
٢

= ١۵٣۶×
١− ١

۵١٢
١
٢

= ٣٠۶۶

مانده، باقی های مربع از می کنیم. رنگ را آنها از یکی برابر، مربع چهار به متر یک ضلع به مربعی تقسیم از پس -١٢

رنگ مربع با که مربعی برابر، مربع چهار به آن تقسیم با و می کنیم انتخاب ندارد، مشترک ضلع شده مربع با که را مربعی

می دهیم. ادامه شکل مطابق را روند همین و می کنیم رنگ آمیزی است، مشترک رأس یک در شده

١٣٢
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١
٢

١
٢

می دهد؟ تشکیل را هندسی دنباله یک رنگی، های مربع های مساحت دنباله چرا آ)

دست به ای رابطه چه از رنگی های مربع های مساحت مجموع دهیم، انجام مرحله n را شده گفته رنگ آمیزی روند اگر ب)

می آید؟

می شود؟ رنگ مربع از مساحتی چه بالا، روش به مربع آمیزی رنگ مرحله شش از پس ج)

تشکیل رنگ شده های مساحت دنباله می شود، رنگ مربع از ٢۵٪ مرحله هر در مسئله فرض مطابق اینکه به توجه با (آ)

می آید. دست به پیشین جمله در
١
۴

عدد ضرب از جمله هر که کرد مشاهده می توان و می دهند هندسی دنباله یک

اول مرحله در شده رنگ مساحت : a١ =
١
٢
× ١

٢
=

١
۴

دوم مرحله در شده رنگ مساحت : a٢ =
١
۴
× ١

۴
=

١
١۶

سوم مرحله در شده رنگ مساحت : a٣ =
١
٨
× ١

٨
=

١
۶۴

(ب)

Sn = a١ ×
١− rn

١− r
=

١
۴
×

١− ( ١
۴)

n

١− ١
۴

=
١− ( ١

۴)
n

۴( ٣
۴)

=
١− ( ١

۴)
n

٣

(ج)

S۶ =
١− ( ١

۴)
۶

٣
= ٠٫٣٣٣٢

١٣٣
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گویا توان و nام دوم-ریشه درس

توان

می کنیم: استفاده توان از ضرب، عمل این کردن خلاصه برای کنیم، ضرب عدد، آن خود در چندبار را عددی اگر

an = a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
تا n

می گویند. توان n به و پایه ،a به

داریم: نمونه برای

(الف ٢× ٢× ٢ = ٢٣

(ب (−٧)× (−٧)× (−٧)× (−٧)× (−٧) = (−٧)۵

۶١ مثال

توان دار اعداد ضرب

am × an = am+n (١

می کنیم. جمع هم، با را توان ها و نوشته را پایه ها از یکی بود، برابر پایه ها که زمانی توان دار، اعداد ضرب در

(الف ٢٧ × ٢۵ = ٢٧+۵ = ٢١٢

(ب (−٢)٣ × (−٢)٢ = (−٢)٢+٣ = (−٢)۵

۶٢ مثال

an × bn = (a× b)n (٢

می نویسیم. را توان ها از یکی و کرده ضرب هم در را پایه ها بود، برابر توان ها که زمانی توان دار، اعداد ضرب در

١٣۴
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(الف ٢٧ × ٣٧ = (٢× ٧(٣ = ۶٧

(ب ٢۵ × (−٣)۵ = (٢× (−٣))۵ = (−۶)۵

۶٣ مثال

کرد: استفاده زیر حالت های از می توان باشند، نابرابر پایه ها، و توان ها اگر (٣

می کنیم. ضرب هم در را آن ها و آورده به دست را توان دار اعداد تک تک حاصل الف)

٢٣ × ۵٢ = ٨× ٢۵ = ٢٠٠

۶۴ مثال

کرد. حل سپس کرده، تبدیل ٢ و ١ حالت به را آن ها می توان ب)

(الف ٩× ٢٧ = ٣٢ × ٣٢ = ٣+٣٢ = ٣۵

(ب ١۶× ٨١ = ٢۴ × ٣۴ = (٢× ٣)۴ = ۶۴

۶۵ مثال

توان دار اعداد تقسیم

.am ÷ an = am−n یا
am

an
= am−n (١

می کنیم. کم صورت توان از را مخرج توان و نوشته را پایه ها از یکی مساوی، پایه های با توان دار اعداد تقسیم در

(الف
٢٧

٢۵ = ٢٧−۵ = ٢٢

(ب ۶٣ ÷ ۶۵ = ۶٣−۵ = ۶−٢

۶۶ مثال

١٣۵
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می کنیم. تقسیم برهم را پایه ها و نوشته را توان ها از یکی مساوی، توان های با توان دار اعداد تقسیم در (٢

(الف (−٣۶)٧ ÷ ٩٧ = (−٣۶÷ ٧(٩ = (−۴)٧

(ب
١۶٣

٨٣ =

(
١۶
٨

)٣

= ٢٣

۶٧ مثال

تقسیم هم بر سپس و آورده به دست جداگانه را توان دار اعداد از کدام هر حاصل باشند، نابرابر پایه ها، و توان ها اگر (٣

می کنیم.

(الف
(−٢)٣

۵۵ = − ٨
٢۵

(ب
۴٣

(٠٫٠١)٢ =
۶۴

٠٫٠٠٠١
= ۶۴÷ ١

١٠٠٠٠
= ۶۴× ١٠٠٠٠ = ۶۴٠٠٠٠

۶٨ مثال

توان دار اعداد تفریق و جمع

می کنیم. تفریق یا جمع هم با را آن ها سپس و آورده به دست را کدام هر حاصل ابتدا

(الف ٢۵ − ٢٣ = (٢× ٢× ٢× ٢× ٢)− (٢× ٢× ٢) = ٣٢− ٨ = ٢۴

(ب ٣٣ + ۴٣ = ٢٧ + ۶۴ = ٩١

۶٩ مثال

توان دار اعداد رساندن توان

می کنیم. ضرب هم در را توان ها و نوشته را پایه برسد، دیگری توان به پرانتز، داخل توان دار عددی که زمانی

.(am)n = amn یعنی

١٣۶
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(الف (٢٣)۴ = ٢٣×۴ = ٢١٢

(ب (٣۵)٢ = ٣۵×٢ = ٣١٠

٧٠ مثال

منفی و صفر توان

.a ̸= ٠ و a٠ = ١ الف)

می شود. ١ برابر آن حاصل برسد، صفر توان به و باشد صفر مخالف و حقیقی a عدد اگر

(−٢)٠ = ١ ب) ٣٠ = ١ الف)

٧١ مثال

نمی کنیم. تعریف را صفر توان به صفر

٢۵ نکته

.
(a
b

)−n

=

(
b

a

)n

یا a−n =
١
an

ب)

می رسانیم. عدد همان قرینه توان به و کرده معکوس را پایه منفی، توان های در

(الف ۵−٣ = −
(

١
۵

)٣

=
١

١٢۵

قرینه توان

معکوس پایه

(ب

(
٢
٣

)−٢

=

(
٣
٢

)٢

=
٩
۴

٧٢ مثال

١٣٧
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ریشه گیری

می گویند. ریشه گیری را رسانی توان عمل عکس

است. a عدد nام ریشه b می شود: خوانده که بود خواهد b = n
√
a صورت این در باشد، a = bn اگر

دوم ریشه

عددهایی دنبال کنیم، پیدا را a عدد دوم ریشه بخواهیم اگر باشد. b٢ = a هرگاه می نامیم، a عدد دوم ریشه یک را b

عدد دنبال به  ،۴٩ عدد دوم ریشه های آوردن به دست برای مثال، طور به شوند. a برابر برسند، ٢ توان به اگر که می گردیم

ریشه های پس می شوند، ۴٩ برابر برسند، ٢ توان به اگر ،−٧ و ٧ باشد. ۴٩ برابر آن ها، دوم توان که می گردیم عددهایی یا

است. −٧ و +٧ برابر ،۴٩ دوم

مهم: نکات

هستند. هم قرینه که دارند دوم ریشه دو مثبت، اعداد .١

است. یک برابر یک، عدد دوم ریشه و صفر برابر صفر، عدد دوم ریشه .٢

باشد). منفی آن، دوم توان که ندارد وجود عددی (چون ندارند. دوم ریشه منفی، اعداد .٣

کنید. مشخص را زیر اعداد دوم ریشه های

٠ پ) −٢۵ ب) ٨١ الف)

٧٣ مثال

هستند. ٨١ عدد دوم ریشه های −٩ و ٩ پس ،(−٩)٢ = ٨١ و ٩٢ = ٨١ این که به توجه با الف) پاسخ:

ندارد. دوم ریشه پس است، منفی عددی ،−٢۵ ب)

است. صفر خود با برابر صفر، دوم ریشه پ)

می دهیم. نمایش −
√
a و
√
a صورت به را a دوم ریشه های باشد، مثبت حقیقی عدد یک ،a اگر توجه:

١٣٨
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کنید. مشخص را زیر اعداد دوم ریشه های

٨ ب) ٣۶ الف)

٧۴ مثال

داریم: و می دهیم نمایش −
√

٣۶ و
√

٣۶ صورت به را ٣۶ عدد دوم ریشه های الف) پاسخ:

√
٣۶ = ۶, −

√
٣۶ = −۶

خارج زیررادیکال، از و نیست کامل مربع ٨) می دهیم. نمایش −
√

٨ و
√

٨ صورت به را ٨ عدد دوم ریشه های ب)

نمی شود.)

جذر

می دهند. نمایش
√
a صورت به را آن و می نامیم a جذر را مثبت) عددی a) a عدد مثبت دوم ریشه

است. ۵ برابر ،٢۵ جذر ولی ،(−۵)٢ = ٢۵ و ۵٢ = ٢۵ چون هستند، ٢۵ عدد دوم ریشه های ،−۵ و ۵ مثال، به طور

.
√

٢۵ = ۵ و
√

٢۵ ̸= −۵ یعنی است.). مثبت که دومی (ریشه

.
√
a٢ = |a| است: برقرار روبه رو رابطه ،a عدد هر برای کلی، طور به

٢۶ نکته

آورید. به دست را زیر عبارت های حاصل
√
−٨٢ پ)

√
(−٨)٢ ب)

√
٨٢ الف)

٧۵ مثال

پاسخ:

(الف
√

٨٢ = |٨| = ٨

(ب
√
(−٨)٢ = | − ٨| = +٨

(پ
√
−٨٢ =

√
−۶۴ ندارند. دوم ریشه منفی، اعداد

و (−٨)٢ = ۶۴ دارند. زیادی اهمیت مسئله، حل در پرانتز، نبودن یا بودن کنید. توجه خوب پ، و ب قسمت های (به

(−٨٢ = −۶۴

١٣٩
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سوم ریشه

می دهیم. نمایش ٣
√
a با را آن و b٣ = a هرگاه می نامیم، a عدد سوم ریشه را b

طور به باشد. a برابر آن، سوم توان که می گردیم عددی به دنبال ،a عدد سوم ریشه آوردن به دست برای ساده تر، عبارت به

می شود. ۶۴ برابر برسد، ٣ توان به ۴ اگر چون است. ۴ برابر ،۶۴ عدد سوم ریشه مثال،

مهم: نکات

دارد. سوم ریشه یک فقط صفر) یا منفی (مثبت، حقیقی عدد هر (١

است. مثبت مثبت، اعداد سوم ریشه و منفی منفی، اعداد سوم ریشه (٢

. ٣
√

١ = ١ و ٣
√

٠ = ٠ و ٣
√
−١ = −١ یعنی: است. خودشان برابر −١ و ٠ ،١ اعداد سوم ریشه (٣

کنید. مشخص را زیر عبارت های حاصل

٣
√

٢١۶ ب) ٣
√
−١٢۵ الف)

٧۶ مثال

پس: می شود. −١٢۵ برابر برسد، ٣ توان به −۵ اگر یعنی است، −۵ با برابر −١٢۵ سوم ریشه الف) پاسخ:

٣
√
−١٢۵ = −۵

. ٣
√

٢١۶ = ۶ پس: می شود. ٢١۶ برابر برسد، ٣ توان به ۶ اگر یعنی است، ۶ با برابر ٢١۶ سوم ریشه ب)

آورید: به دست را زیر های عبارت حاصل

٣
√
−۵٣ پ) ٣

√
(−۵)٣ ب) ٣

√(
٣
۵

)٣

الف)

٧٧ مثال

داریم: ، ٣
√
a٣ = a رابطه به توجه با پاسخ:

٣
√
−۵٣ = −۵ پ) ٣

√
(−۵)٣ = −۵ ب) ٣

√(
٣
۵

)٣

=
٣
۵

الف)

(−۵)٣ = −۵٣ = −١٢۵ که باشید داشته توجه (پ) و (ب) قسمت های در

١۴٠
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nام ریشه

nام ریشه بحث وارد این که از قبل شویم. آشنا اعداد (... و پنجم چهارم، سوم، (دوم، nام ریشه با می خواهیم ادامه در

می کنیم. مرور را سوم و دوم ریشه تفاوت های زیر، جدول در دیگر بار یک شویم،

سوم ریشه دوم ریشه

دارند. سوم ریشه منفی، اعداد ندارند. دوم ریشه منفی، اعداد

سوم ریشه یک فقط دارای a منفی یا مثبت عدد هر
است. ٣

√
a

−
√
a و
√
a دوم ریشه دو دارای ،a مثبت عدد هر

است. a مثبت دوم ریشه
√
a است.

٣
√
a٣ = a

√
a٢ = |a|

nام ریشه

باشد. bn = a هرگاه می نامیم، a عدد nام ریشه یک را b باشد، (n ≥ ٢) ٢ مساوی بزرگتر و طبیعی عدد یک n اگر

شود. a برابر برسد، n توان به اگر که می گردیم عددی دنبال به ،a عدد nام ریشه آوردن به دست برای واقع در

است، ٣ برابر ٨١ عدد چهارم ریشه و می شود (−٢)۵ = −٣٢ چون است، −٢ برابر ،−٣٢ پنجم ریشه مثال، طور به

است. ٣۴ = ٨١ چون

زیر جدول در nام ریشه ویژگی های به می شوند، تقسیم دسته دو به n بودن فرد با زوج به توجه با اعداد nام ریشه های

کنید: دقت

فرد n nام، ریشه های زوج n nام، ریشه های

ندارند. فرد) n) nام ریشه منفی، اعداد ندارند. زوج) n) nام ریشه منفی، اعداد

n) nام ریشه یک فقط دارای منفی یا مثبت عدد هر
است. فرد)

و n
√
a زوج) n) nام ریشه دو دارای ،a مثبت عدد هر

می شود. گفته a مثبت nام ریشه n
√
a است. − n

√
a

n
√
an = a n

√
an = |a|

می باشد. سوم و دوم ریشه به مربوط جدول به شبیه بسیار جدول، این

است. ریشه شماره دهنده نشان و می شود گفته رادیکال فرجه رادیکال، گوشه در شده نوشته عدد به توجه:

۴
√ → چهارم ریشه ۵

√ → پنجم ریشه √ → دوم ریشه

نمی شود. نوشته رادیکال فرجه در ٢ عدد دوم، ریشه در

١۴١
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کنید. مشخص رادیکالی نماد با را نظر مورد ریشه عدد هر برای قسمت، هر در

−١٨ هفتم ریشه ت) ٨۵ پنجم ریشه پ) −٣۵ چهارم ریشه ب) ٢٢ هشتم ریشه الف)

٧٨ مثال

دارد. − ٨
√

٢٢ و ٨
√

٢٢ صورت به هشتم ریشه دو ٢٢ عدد پس است، مثبت ٢٢ و زوج عددی ٨ الف) پاسخ:

ندارد. چهارم ریشه −٣۵ پس است، منفی عددی −٣۵ و زوج عدد ۴ ب)

دارد. ۵
√

٨۵ صورت به پنجم ریشه یک ٨۵ پس نیست). مهم عدد علامت فرد، ریشه های (در فرد عددی ۵ پ)

دارد. ٧
√
−١٨ صورت به هفتم ریشه یک −١٨ پس است، فرد عددی ٧ ت)

است. برقرار زیر رابطه ،(n ≥ ٢) ٢ مساوی یا بزرگتر طبیعی n هر برای

n
√
an =

{
|a| زوج n
a فرد n

٢٧ نکته

بنویسید. رادیکال نماد بدون را زیر عبارت های حاصل

٨
√
−٩٨ پ) ۶

√
(−٨)۶ ب) ١٢

√
(٠٫۵)١٢ الف)

٧٩ مثال

مثبت رسیدن توان از بعد رادیکال، زیر عدد اگر است. زوج nهای به مربوط nام ریشه ام تمامی سوال، این در پاسخ:

دقت است. نشده تعریف رسیدن) توان از بعد (البته باشد منفی اگر و می شود خارج رادیکال زیر از مطلق قدر با باشد،

برابرند. هم با رادیکال، فرجه و توان که کنید

است. نشده تعریف ٨
√
−٩٨ پ) ۶

√
(−٨)۶ = |−٨| = ٨ ب) ١٢

√
(٠٫۵)١٢ = |٠٫۵| = ٠٫۵ الف)

باشد. پرانتز داخل اگر می شود، مثبت عددی زوج، توان به منفی عدد هر باشید داشته توجه

است. منفی عدد −٩٨ ندارند. هشتم ریشه منفی اعداد

بنویسیم. رادیکال نماد بدون را زیر عبارت های حاصل

٩
√
−۵٩ پ) ٧

√
(−٣)٧ ب) ۵

√
١٠۵ الف)

٨٠ مثال

١۴٢
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عدد توان و رادیکال فرجه وقتی است. فرد nهای به مربوط nام، ریشه های قسمت، سه هر در سوال، این در پاسخ:

ندارد.) اهمیتی هم، پرانتز نبودن یا (بودن می شود خارج زیررادیکال از آن، زیر عدد است، یکسان

٩
√
−۵٩ = −۵ پ) ٧

√
(−٣)٧ = −٣ ب) ۵

√
١٠۵ = ١٠ الف)

است؟ بیشتر گزینه ها، سایر از گزینه کدام حاصل

− ٣
√
−٢٧ (٣ ٣

√
−٨ (٢

√
٩ (١

۶
√

(−۴)۶ (۴

تست:

۴ گزینه پاسخ:

می کنیم: بررسی را گزینه ها

١ (گزینه
√

٩ =
√

٣٢ = |٣| = ٣

٢ (گزینه ٣
√
−٨ = ٣

√
(−٢)٣ = −٢

٣ (گزینه − ٣
√
−٢٧ = − ٣

√
(−٣)٣ = −(−٣) = ٣

۴ (گزینه ۶
√
(−۴)۶ = | − ۴| = ۴

است. بیشتر همه از ۴ گزینه حاصل شده، حاصل مقادیر به توجه با

گویا توان های

می کنیم. تعریف مقابل، به صورت را a مثبت حقیقی عدد
١
n

توان ،(n ≥ ٢) ٢ مساوی یا بزرگتر طبیعی عدد هر برای

a
١
n = n
√
a

٣
√

۴ = ۴
١
٣ , ۶

√
٣ = ٣

١
۶

٨١ مثال

١۴٣
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باشد. مثبت باید رادیکال، زیر عدد و ٢ مساوی بزرگ تر و طبیعی عددی n قسمت، این در توجه:

نمی کنیم. تعریف را (−٣)
١
٢ و (−٢)

١
٢ نمی کنیم. تعریف را a ١

n باشد، a < ٠ اگر

دهید. نمایش گویا توان به صورت را زیر رادیکالی اعداد
√

٣ پ) ٧
√
−٣ ب) ۵

√
١
٢

الف)

٨٢ مثال

پاسخ:

(الف ۵

√
١
٢
=

(
١
٢

) ١
۵

(ب ٧
√
−٣ است نشده تعریف

مثبت اعداد برای فقط را گویا توان های ولی داد، نمایش (−٣)
١
٧ به صورت را ٧

√
−٣ می توان که برسد نظرتان به شاید

می کنیم. تعریف

(پ
√

٣ = ٢
√

٣ = ٣
١
٢

است. ٢
√

٣ همان
√

٣ نمی نویسند، فرجه در را ٢ عدد

داریم: باشند، طبیعی عدد دو m و n و (a > ٠) مثبت عددی a هرگاه کلی طور به

n
√
am = a

m
n

می گیرد. قرار کسری توان صورت در عدد توان و مخرج در فرجه

است. برقرار نیز، گویا توان های برای رفته، کار به صحیح توان با توان دار اعداد محاسبات مورد در که روابطی تمامی

توان دار عبارت توان

(an)m = یعنی: می کنیم. ضرب هم در را توان ها و نوشته را پایه برسد، دیگری توان به پرانتز داخل توان دار عدد که زمانی

anm

(٢٣)۴ = ٢٣×۴ = ٢١٢ مثال: عنوان به

١۴۴
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آورید. به دست را زیر عبارت های حاصل

(الف
(

۵
١
٣

) ٣
۴ (ب ٢٧

١
٣ × ٣

١
٣

(پ ١٠
٣
۴ × ١٠− ٣

۴ (ت ۴
١
۴ × ٨

٣
۵

(ث
(
a

٣
۵ b

٢
۵

)۵
(a٧b١۴)

١
١۴ (a, b ̸= ٠) (ج ٨١

۵
٣ ÷ ٨١

١
٢

٨٣ مثال

پاسخ:

(الف
(

۵
١
٣

) ٣
۴
= ۵

١

�٣
× �٣۴ = ۵

١
۴

(ب ٢٧
١
٣ × ٣

١
٣ = (٢٧× ٣)

١
٣ = ٨١

١
٣

٣=٨١۴

−−−−→ (٣۴)
١
٣ = ٣۴× ١

٣ = ٣
۴
٣

(پ ١٠
٣
۴ × ١٠− ٣

۴ = ١٠
٣
۴+(−

٣
۴) = ١٠٠ = ١ است. ١ برابر صفر، توان به غیرصفر عدد هر

(ت ۴
١
۴ × ٨

٣
۵ = (٢٢)

١
۴ × (٢٣)

٣
۵ = ٢٢× ١

۴ × ٢٣× ٣
۵ = ٢

١�٢
٢�۴ × ٢

٩
۵

= ٢
١
٢ × ٢

٩
۵ = ٢

١
٢+

٩
۵ = ٢

۵
١٠+

١٨
١٠ = ٢

٢٣
١٠

(ث
(
a

٣
۵ b

٢
۵

)۵
(a٧b١۴)

١
١۴ (a, b ̸= ٠) =

(
a

٣

�۵
×�۵b

٢

�۵
×�۵
)(

a�
٧× ١

٢�١۴ b
�١۴× ١

�١۴

)
(a٣b٢)(a

١
٢ b١) = a٣+ ١

٢ b١+٢ = a
۶+١

٢ b٣ = a
٧
٢ b٣

(ج ٨١
۵
٣ ÷ ٨١

١
٢ = ٨١

۵
٣−

١
٢ = ٨١

٣−١٠
۶ = ٨١

٧
۶ = (٣۴)

٧
۶ = ٣

٢ �۴×
٧

�۶٣ = ٣
١۴
٣

بنویسید. برعکس و کسری توان صورت به را رادیکالی عبارت های

(الف ٣
√

٢۵ (ب ٣
√
−٨ (پ

٨
√

١٠
۴
٣

(ت (٠٫٣)
١
۴ (ث

(
١
٢

) ۵
٢

(ج ٧− ۵
۴

٨۴ مثال

پاسخ:

(الف ٣
√

٢۵ = ٢
۵
٣

١۴۵
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است. نشده تعریف ٣
√
−٨ پس نمی کنیم، تعریف را a ١

n باشد، a < ٠ اگر ب)

(پ
٨
√

١٠
۴
٣ = ١٠

۴
٨÷٣ = ١٠

۴
٣×

١
٨ = ١٠

١
۶

(ت (٠٫٣)
١
۴ = ۴
√

٠٫٣

(ث

(
١
٢

) ۵
٢

=

√(
١
٢

)۵

=

√
١
٣٢

(ج ٧− ۵
۴ =

١
٧

۵
۴
=

١
۴
√

٧۵

١۴۶
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درس تمرینات حل

برابرند. هم با ۶
√

۵٣ ، ۴
√

۵٢ ،
√

۵ که دهید نشان گویا توان های تعریف از استفاده با (١

√
۵ = ۵

١
٢

۴
√

۵٢ = ۵
٢
۴ = ۵

١
٢

۶
√

۵٣ = ۵
٣
۶ = ۵

١
٢

مثبت اند.) حقیقی اعداد n و m ،a) بنویسید. ممکن صورت ساده ترین به را زیر عبارت های از یک هر حاصل (٢

٣
١
٣ × ٣

١
۴ = ٣( ١

٣+
١
۴ ) = ٣( ۴

١٢+
٣
١٢ ) = ٣

٧
١٢

۵
١
۴ × ۵−( ١

۴ ) = ۵٠ = ١

٨
١
٢ × ٢

١
٢ = ١۶

١
٢ = (٢۴)

١
٢ = ٢٢

(٢۶)
١
٣ = ٢٢(

٣۴

٢۶

) ١
٢

=
٣٢

٢٣(
a−

١
٢

a−
١
۴

)−۴

=
a٢

a
= a

٣٠٫٢۶ × ٣٠٫٧۴ = ٣١ = ٣(
m

٣
۴n

١
٢

)٢
(m٢n٣)

١
٢ =

(
m

٣
٢n١
)(

mn
٣
٢

)
=

m
۵
٢n

۵
٢ = (mn)

۵
٢

کنید. مشخص را x مقدار زیر، تساوی های از یک هر در (٣

٨x × ٩۵ = ٧٢۵ ⇒ ٨x × ��٩۵ = ٨۵ × ��٩۵ ⇒ ٨x = ٨۵ ⇒ x = ۵

(٠٫٣۶)۴ × (٠٫٣۶)x × (٠٫٣۶)−۶ = (٠٫٣۶)٧ ⇒ (٠٫٣۶)x−٢ = (٠٫٣۶)٧ ⇒ x− ٢ = ٧⇒ x = ٩

(٣x)۶ =
١
٣٢ ⇒ ٣۶x = ٢−٣ ⇒ ۶x = −٢⇒ x = −١

٣
x۵ × ١۵٣

٣٢ × ٣۵ × ٣︸ ︷︷ ︸
٣٨

= ۵٨ ⇒ x۵ × ١۵٣ = ٣٨ × ۵٨ ⇒ x۵ ×��١۵٣

��١۵٣ =
١۵٨

١۵٣ ⇒ x۵ = ١۵۵ ⇒ x = ١۵

می آید. به دست کره) حجم v) v =
۴
٣
πr٣ فرمول از استفاده با r شعاع به کره ای حجم می دانید، که همان طور (۴

فرمول از را v حجم به کره ای شعاع گویا، توان های و ریشه گیری مفهوم از استفاده با می توان چگونه که دهید توضیح الف)

١۴٧
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آورد. به دست زیر

r =

(
٣v
۴π

) ١
٣

v =
۴
٣
πr٣ ⇒ r٣ =

٣v
۴π
⇒ r = ٣

√
٣v
۴π
⇒ r =

(
٣v
۴π

) ١
٣

آورید. به دست است،
٣٢π

٣
آن حجم که را شکل کره ای تانکر این شعاع ب)

r =

(
٣× ٣٢π

٣

۴π

) ١
٣

=

 ٨

��٣٢
١
�π

��۴
١
�π
١


١
٣

= (٨)
١
٣ = ٢

ارتفاع H و عرض W طول، L) D = (L٢ +W ٢ +H٢)
١
٢ تابع طریق از آن اندازه باشد، زیر جعبه قطر D اگر (۵

می آید. به دست جعبه)

آورید. به دست را D اندازه شکل، به توجه با الف)

D = (١٢٣ + ۴٢ + ٣٢)
١
٢ = (١۴۴ + ١۶ + ٩)

١
٢ = (١۶٩)

١
٢ =
√

١۶٩ = ١٣m٣

آورید. به دست را D اندازه باشد، L = W = H = ١m اندازه اگر ب)

D = (١ + ١ + ١)
١
٢ =
√

٣m٣

١۴٨
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نمایی تابع - سوم درس

می شود. نامیده نمایی تابع یک است، متغیر یک x و مثبت و یک مخالف و حقیقی عدد a که y = ax به صورت تابع هر

است. توان یا نما معرف ،x حرف و پایه معرف a حرف

یعنی تابع، برد ولی باشد، می تواند دلخواهی حقیقی عدد هر ،x مقادیر یعنی دامنه ،(y = ax) نمایی توابع در توجه:

می باشند. مثبت حقیقی اعداد همگی است)، یک مخالف و a > ٠ (چون ax مقادیر

را نمایی تابع می باشد. مثبت) حقیقی (اعداد R+ تابع، برد و R تابع، دامنه ،y = ax نمایی تابع هر در کلی، حالت در

داد: نشان مقابل، صورت به می توان

f :R→ R+

x→ ax

آن ها پایه یعنی است، یک مخالف و مثبت حقیقی عدد آن ها پایه نمایی، تابع تعریف به توجه با نمایی، تابع تشخیص در

باشد. یک و صفر یا منفی عددی نمی تواند

کنید. مشخص را نمایی توابع

(الف y = ٣x (ب y = ١x (پ y =

(
−١

٣

)x

(ت y =

(
١
٣

)x

(ث y = ٠x (ج y = ٢−x

٨۵ مثال

است. نمایی تابع است، مثبت عدد و ٣ برابر پایه الف) پاسخ:

است. یک برابر آن پایه چون نیست، نمایی تابع ب)

است. منفی عدد آن پایه چون نیست، نمایی تابع پ)

است. نمایی تابع است، مثبت عدد و
١
٣

برابر پایه ت)

است. صفر برابر آن پایه چون نیست، نمایی تابع ث)

است. نمایی تابع پس است، مثبت عدد
١
٢

،y =

(
١
٢

)x

می نویسیم: مثبت توان با را y = ٢−x ابتدا ج)

١۴٩
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نمایی تابع رسم

کنید. رسم را y = ٢x نمایی تابع

٨۶ مثال

می آوریم. به دست را ٢x مقادیر سپس و می دهیم قرار x جای به را دلخواهی حقیقی اعداد ابتدا پاسخ:

x · · · −٢ −١ ٠ ١ ٢ · · ·

y = ٢x · · · ٢−٢ =
١
۴

١−٢ =
١
٢

٢٠ = ١ ٢١ = ٢ ٢٢ = ۴ · · ·

می کنیم. رسم را y = ٢x نمودار بالا، جدول به توجه با حال

x

y

−٢

١
۴

−١

١
٢

١

٢

٢

۴

y = ٢x

کنید. رسم را y =

(
١
٣

)x

تابع نمودار

٨٧ مثال

می آوریم. به دست را y =

(
١
٣

)x

مقادیر سپس و می دهیم قرار x جای به را دلخواهی حقیقی اعداد پاسخ:

x · · · −٢ −١ ٠ ١ ٢

y =

(
١
٣

)x

· · · ٩ ٣ ١
١
٣

١
٩

محاسبات:

x = −٢→ y =

(
١
٣

)−٢

= ٣٢ = ٩

x = −١→ y =

(
١
٣

)−١

= ٣١ = ٣

١۵٠
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x

y

−٢

٩

−١

٣

٢
١
٩ ١

١
٣

می شود: تقسیم کلی دسته دو به آن ها پایه مقدار به توجه با y = ax نمایی تابع نمودار

است: زیر صورت به y = ax نمایی تابع نمودار باشد، (a > ١) یک از بزرگتر a اگر الف)

x

y

xها مقدار افزایش

ها
y

دار
مق

ش
زای

اف

می کند. پیدا افزایش نیز yها مقدار xها، مقدار افزایش با چون است، افزایشی نمایی، تابع می گوییم حالت، این در

٢٨ نکته

١۵١
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است: زیر صورت به y = ax نمایی تابع باشد، (٠ < a < ١) یک و صفر بین a اگر ب)

x

y

١

xها مقدار افزایش

ها
y

دار
مق

ش
اه

ک

می کند. پیدا کاهش yها مقدار xها، مقدار افزایش با چون است، کاهشی نمایی، تابع می گوییم، حالت این در

نکته ادامه

مهم: نکته

می کند. قطع ١ نقطه در همواره را yها محور نمایی، توابع نمودار می شود، ١ برابر صفر توان به صفر، غیر عدد هر چون

می نویسیم، مثبت توان صورت به را آن پایه، کردن معکوس با ابتدا ،y = a−x صورت به نمایی توابع رسم برای توجه:

می کنیم. رسم را آن نمودار سپس

کنید. رسم را y = ۴−x تابع نمودار

٨٨ مثال

y = ۴−x → y =

(
١
۴

)x

پاسخ:

است: زیر صورت به y =

(
١
۴

)x

نمودار

١۵٢
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x

y

١

y =
(

١
۴

)x

نمایی تابع کاربردهای

نمایی رشد

هر در جمعیت رشد مانند می شود. نامیده نمایی رشد باشند، افزایشی نمایی تابع یک صورت به زمان برحسب که مسائلی

ماه. هر در بانکی سپرده های بانکی سود افزایش یا سال

نشان c نهایی، مقدار دهنده نشان f(t) آن در که است f(t) = c(١ + r)t صورت به نمایی رشد مسائل کلی معادله

است. زمان بیانگر t و (تغییرات) رشد میزان r اولیه، مقدار دهنده

است؟ کدام رشد تابع باشد، درصد ١۴ سالانه سود و ١٠٠ اولیه مقدار اگر

f(t) = ١٠(١٫۴)t (۴ f(t) = ١٠٠(٠٫١۴)t (٣ f(t) = ١٠٠(١٫١۴)t (٢ f(t) = ١٠٠(١٫۴)t (١

تست:

٢ گزینه پاسخ:

می آوریم: به دست را f(t) مقدار ،f(t) = c(١ + r)t رابطه از استفاده }با
c = ١٠٠
r = ٠٫١۴

→ f(t) = ١)١٠٠ + ٠٫١۴)t → f(t) = ١٠٠(١٫١۴)t

٢ از بعد را شهر این جمعیت باشد، سال در درصد ٢ جمعیت رشد اگر است. نفر ٢٠٠٠٠٠ شهر یک جمعیت

آورید؟ دست به سال

٨٩ مثال

١۵٣
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صورت به آن کلی معادله و است نمایی رشد مسئله پس می شود،  اضافه شهر این جمعیت به درصد ٢ سال هر پاسخ:

داریم: r = ٪٢ =
٢

١٠٠
= ٠٫٠٢ و c = ٢٠٠٠٠٠ جای گذاری با است، f(t) = c(١ + r)t

f(t) = ١)٢٠٠٠٠٠ + ٠٫٠٢)t = (١٫٠٢)٢٠٠٠٠٠t

می آوریم: به دست سال ٢ از بعد را شهر این جمعیت نمایی رشد کلی، معادله در t = ٢ دادن قرار با

f(t) = (١٫٠٢)٢٠٠٠٠٠t t=٢−−−→ f(t) = ٢(١٫٠٢)٢٠٠٠٠٠ = ٢٠٨٠٨٠

نمایی زوال

سپرده های ضرر میزان مانند می شوند، نامیده نمایی زوال باشند، کاهشی نمایی تابع یک صورت به زمان برحسب که مسائلی

سال. هر در جمعیت کاهش میزان یا ماه هر در سرمایه گذاری

نشان c نهایی، مقدار دهنده نشان f(t) آن در که است f(t) = c(١ − r)t صورت به نمایی زوال مسائل کلی معادله

است. زمان دهنده نشان t و زوال یا کاهش میزان دهنده نشان r اولیه، مقدار دهنده

سال ٢ از پس باشد، لیتر ٣٠٠٠٠٠٠٠ نفتی منابع اگر می یابد. کاهش درصد ١٠ سالانه جهان، در نفتی منابع

آورید. به دست را نفتی منابع میزان دیگر،

٩٠ مثال

داریم: زوال رابطه طبق می باشد. t = ٢ و r =
١٠
١٠٠

= ٠٫١ و c = ٣٠٠٠٠٠٠٠ یعنی اولیه مقدار پاسخ:

f(t) = c(١− r)t → f(t) = ١)٣٠٠٠٠٠٠٠− ٢(٠٫١ = ٢(٠٫٩)٣٠٠٠٠٠٠٠ = ٢۴٣٠٠٠٠٠

٠٫٨١ سال، چند از پس شهر، این بیکاران جمعیت می یابد. کاهش درصد ١٠ سالانه شهر، یک بیکاران جمعیت

می شود؟ اولیه مقدار

٧ (۴ ۴ (٣ ٣ (٢ ٢ (١

تست:

١ گزینه پاسخ:

داریم: زوال مسئله طبق می باشد. r =
١٠
١٠٠

= ٠٫١ و است f(t) = ٠٫٨١c نهایی مقدار مسئله، این در

f(t) = c(١− r)t → ٠٫٨١c = c(١− ٠٫١)t → ٠٫٨١�c = �c(٠٫٩)t → ٠٫٨١ = (٠٫٩)t → t = ٢

١۵۴
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تمرین
از یکی اگر کردیم. اشاره فرهنگی محصولات کننده تولید شرکت یک به درس، این اول بخش فعالیت های از یکی در (١

مبلغی چه سال ده از پس کند، سرمایه گذاری شرکت این در تومان میلیون چهل مبلغ ١٣٩٧ سال در شرکت، این سهام داران

شد؟ خواهد اضافه سهام دار اولیه سرمایه به

پاسخ:

سال ده از پس سرمایه = ۴٠٠٠٠٠٠٠× ١٫١۴١٠ = ١۴٨٢٨٨٨۵٢

سال ده از پس سرمایه افزایش = ١۴٨٢٨٨٨۵٢− ۴٠٠٠٠٠٠٠ = ١٠٨٢٨٨٨۵٢

باشد، سال در درصد ۶ ثابت ضریب با و نمایی صورت به جمعیت رشد اگر است. نفر میلیون یک شهری جمعیت (٢

شد؟ خواهد نفر چند سال ده از پس شهر این جمعیت

پاسخ:

f(t) = c(١ + r)t → f(١٠) = ١)١٠٠٠٠٠٠ + ٠٫٠۶)١٠

سال ده از پس شهر جمعیت = ١٠٠٠٠٠٠× ١٫٠۶١٠ = ١٧٩٠٨۴٧۶

جمعیت سال، آن در کنند. مقابله موش ها با گربه ها کمک به گرفتند تصمیم مسئولان بود. شده موش از پر جزیره ای (٣

سال، همان در گذاشت. کاهش به رو سال در درصد ٢٫۵ نرخ با تعداد این آنها، با مبارزه از پس که بود ٢٣٧٨۶ موش ها

گذاشت. افزایش رو سال در درصد ١٫٨ نرخ با که بود ١۵٧٨۶ گربه ها جمعیت

آورید. به دست متوالی سال ١٠ در را موش ها جمعیت جدول، یک در الف)

سال یک ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵١ = ٢٣١٩١

سال دو ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵٢ = ٢٢۶١١

سال سه ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵٣ = ٢٢٠۴۶

سال چهار ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵۴ = ٢١۴٩۵

سال پنج ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵۵ = ٢٠٩۵٧

سال شش ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵۶ = ٢٠۴٣٣

سال هفت ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵٧ = ١٩٩٢٢

سال هشت ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵٨ = ١٩۴٢۴

سال نه ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵٩ = ١٨٩٣٩

سال ده ٢٣٧٨۶× ٠٫٩٧۵١٠ = ١٨۴۶۵

١۵۵



غیرخطی الگوهای .٣ مرکزیفصل استان ریاضی گروه

دهید. انجام متوالی سال ١٠ طی گربه ها جمعیت برای را کار همین ب)

سال یک ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨١ = ١۶٠٧٠

سال دو ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨٢ = ١۶٣۵٩

سال سه ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨٣ = ١۶۶۵٣

سال چهار ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨۴ = ١۶٩۵٣

سال پنج ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨۵ = ١٧٢۵٨

سال شش ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨۶ = ١٧۵۶٩

سال هفت ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨٧ = ١٧٨٨۵

سال هشت ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨٨ = ١٨٢٠٧

سال نه ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨٩ = ١٨۵٣۵

سال ده ١۵٧٨۶× ١٫٠١٨١٠ = ١٨٨۶٩

می شود؟ موش ها از بیشتر گربه ها جمعیت زمانی چه در که بزنید حدس می توانید آیا پ)

دهم. سال پاسخ:

می شود؟ برابر یکدیگر با گربه ها و موش ها جمعیت زمانی چه در که بزنید حدس می توانید آیا ت)

می شوند. برابر یکدیگر با گربه ها و موش ها جمعیت سال) روز های از (یکی نهم سال در پاسخ:

می افتد؟ اتفاقی چه موش ها و گربه ها جمعیت برای کند، پیدا ادامه روند همین اگر ث)

می یابد. افزایش گربه ها جمعیت و می رود نابودی روبه موش ها جمعیت پاسخ:

١۵۶


