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پرداخت ولی به ی اجزای مثلث می، در ابتدای تولّدش به بررسی و مطالعهباشدکه جمع عربی کلمه مثلث می   مثلثات؛ 

 های ریاضی و سایر علوم نیز وارد شد. مرور و با بزرگ شدن و وسیع شدنش، به بقیه شاخه

   باشد. ها می بیشترین اتکاء مثلثات بر روی زاویه 

 واحدهای اندازه گیری زاویه: 

ی مرکزی در یک دایره است که برابر ی زاویهاندازهیک درجه،   درجه :       
36

  محیط آن دایره باشد. 1

   ( هستند.  "( و ثانیه ) 'واحدهای کوچکتر درجه، دقیقه ) 

    
6
) یک دقیقه(  و 1'یک درجه =  1

6
 ) یک ثانیه( 1"یک دقیقه =   1

 باشد!!!دقیقه می 60هر یک ساعت برابر 

 های ساعت شما و دقیقه شمار:ی بین عقربهمحاسبه زاویه 

صورت داریم:                    نشانگر دقیقه باشد در این m، نشانگر ساعت و  hاگر 
2
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=
 

 دقیقه شمار چقدر است؟عت شمار و های سا ی بین عقربهدقیقه، زاویه 30و 2مثال: در ساعت 
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اندازه زاویه مرکزی در یک دایره است که طول کمان مقابلش  رادیان:    ، یک رادیان 

 برابر شعاع دایره باشد!!!  

زاویه اندازه  رادیان،  یک  بهتر،  عبارت  کمان   ایبه  طول  که   ، دایره  یک  در  مرکزی  است 

مقابلش برابر 
2
نمایش میدهند. بنا براین،  rad    (radian    )محیط دایره است. رادیان را بانماد    1

 می باشد. ( رادیان  28/6تقریباً ) رادیان2محیط هر دایره، 

             فرمول تبدیل واحدهای زاویه به یکدیگر:
orD R D R

= → =
 236 18

 

     ًدرجه است .  یک  57یک رادیان تقریبا رادیان است.  14/3درجه یا  180، معادل 

 2 مثـلثـات

r 

r 
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درجه یا  90دو زاویه متمم یکدیگرند ، هرگاه مجموعشان    دو زاویه متمم:
2
  .باشد 

 باشد. درجه یا   801دو زاویه مکمل یکدیگرند ، هرگاه مجموعشان   دو زاویه مکمل:

 درجه مکمل یکدیگرند. 55درجه و  125درجه متمم یکدیگرند. و دو زاویه  70درجه و  20مثال: دو زاویه 

 تمرین  

 زوایای زیر را به درجه تبدیل کنید: 
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 های مثلثاتی : نسبت 
. روی یک ضلع این زاویه مانند شکل زیر رسم شده است  A  یک زاویه با رأس

321ی دلخواه مانندچند نقطه D,D,D  در نظر گرفته شده است و از این نقاط عمودهایی

321بر این ضلع رسم شده که ضلع دیگر را در نقاطی که به ترتیب E,E,E  ایم قطع نامیده

 .های بوجود آمده برقرار استسبتهای زیر بین ناثبات کرد که تناسب "تالس"اند. ریاضیدانی به نامکرده
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 .شود گفته می های مثلثاتینسبتها، به این نسبتتوانیم روابطی را بنویسیم. ا می هو به همین ترتیب برای سایر قسمت

 سینوس زاویه:

                                                              ABˆSin C
AC

= 

 کسینوس زاویه: 

                                                             BCˆcosC
AC

= 

 تانژانت زاویه: 

                                                                               
ABˆtan C
BC

= 

 کُتانژانت زاویه: 

                                                               BCˆcot C
AB

= 

 

 

 Cضلع مقابل به زاویه 

 Cضلع مجاور به زاویه 
 

 Cضلع مجاور به زاویه

 Cضلع مقابل به زاویه 
 

 Cضلع مقابل به زاویه

 ABCوتر مثلث        
 

 Cضلع مجاور به زاویه

 ABCوتر مثلت        

 

A 

B C 
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 را بدست آورید. 45های مثلثاتی زاویه:  نسبت (1مثال )

 . مطابق شکل میتوانیم روابط زیر را بنویسیم.کنیمحل: یک مربع به ضلع یک رسم 

         

BC CD
tan cot

CD BC

BC CD
sin cos

BD BD

= = = = = =

= = = = = =
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1 2 1 245 45
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هایهای مثلثاتی زاویه(: نسبت2مثال)  63   را محاسبه کنید. ,

ضلع   طول  به  الاضلاع  متساوی  مثلث  یک  ابتدا  می  2حل:  رسم  کنیم. واحد 

زاویهمی از  کدام  هر  اندازه  که  مثلثدانیم  این  عمود    6های  سپس  است. 

می  رسم  شکل  مطابق  را  اضلاع  از  یکی  با  منصف  الزاویه  قائم  مثلث  دو  کنیم. 

  یکی از مثلثها را مطابق شکل زیر  شود.درجه ایجاد می  60و  30و  90هایزاویه

می  نسبتانتخاب  و  زاویه کنیم  مثلثاتی  محاسبه    60و  30هایهای  را  درجه 

 کنیم.می

DFدر مثلث جدید،  ,AD= =2  آید به دست می  3برابر  AFبا استفاده از قضیه فیثاغورس اندازه می باشد.   1

AD AF
tan cot

AF AD

AD AF
sin cos

FD FD

= = = = = =
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1 3 330 30 3
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 برد:ی پُرکارهای مثلثاتی سه زاویهتجدول مقادیر نسب
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ها ه زاویهکنیم. برای این کار، برای هم( را کامل می   sinبرای به خاطر سپردن راحت تر این جدول، ابتدا ردیف اول )  

را قرار داده و سپس روی   3تا    1در نظر بگیرید، سپس روی صورت کسرها به ترتیب اعداد  2یک خط کسری با مخرج  

 : ( بگذاریدفقط روی صورتهاهر کدام یک رادیکال ) 
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، همین مقادیر را با ترتیب برعکس قرار دهید )از آخر به اول ( و برای تکمیل سطر   cos برای تکمیل ردیف مربوط به

 کنیم و سطر چهارم، همان سطر سوم است ولی ترتیبش از آخر به اول.سوم، اعداد سطر اول را به سطر دوم تقسیم می 

 

 تمرین  
 حاصل عبارات زیر را به دست آورید.   .1
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 درستی رابطه های زیر را بررسی کنید. .2
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 نکته:  

( ) ( ) 222222
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 اندازه دو ضلع و زاویه بین آنهـا * ن محاسبه مساحت یک مثلث با داشت *

 

 

 

 

 

 

 

 
 تمرین  

 زیر را بدست آورید.  هایشکل مساحت  .1
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 درجه را با ماشین حساب محاسبه کنید.  54سینوس 
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 شش ضلعی منتظم
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 متوازی الاضلاع

54 

11 

4 

3

A 

B 

C 

 



 ...........................فصل دوم) مثلثات ( های ریاضی و تجربی ()رشته پایه دهم ریـاضـی

  javadt256@ * ......................... جواد ابراهیم نژاد  38ریاضیات؛ انـدیشـه بـرتـر .................................... * 

 

 ی:ـات ـی مثلث رهـدای
م  تعریف: دایرهاگر  یک  مختصات    رکز  دستگاه  مبدأ  بر  را 

حاصل   شکـل  کنیم  منطبق  دایرهدکارتی  مثلثاتی«»  نامیده   ی 

ویژگی می دایره  این  آن شود.  به  ادامه  در  که  دارد  خاصی  های 

 پردازیم:می

 cosها به محور  x* نام محورهای مختصات تغییر یافته است. محور  

به محور    y) کسینوس( و محور   نام یافته و  ) سینوس( تغییر    sinها 

 باشد. می  x,yها نیز همانند علامت علامت آن 

 گیریم.واحد در نظر می  1* شعاع دایره را برابر

نقطه   از  نقطه شروع حرکت    *A  مخالف حرکت عقربه ساعت( زاویهمی ( کنیم  بالا حرکت  به سمت  اگر  ها باشد. 

 گیریم. ی در نظر می ها را منفمثبت و اگر به سمت پایین ) موافق عقربه ساعت ( زاویه

 شود. *  دایره به چهار قسمت تقسیم شده که به هر کدام یک ناحیه ) رُبع ( گفته می
 

نقطه  درنظربگیریم،مثلثرا   M(x,y)ی اگر  دایره  می OMHروی  می   شود. ایجاد  مثلث  را دراین  زیر  روابط  توانیم 

 بنویسیم:

y

x
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cotو
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yxR)y()x()R(
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M),(نقطهمثال:   را بدست آورید.   αهای مثلثاتی زاویهسازد. نسبتمی  αها زاویه  xبا قسمت مثبت محور  43

 حل:

     5252516943 222 ==→=+=+= R)()()R( 
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مثال: اگر
7
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=sin  و های مثلثاتی را محاسبه کنید.ای در ناحیه دوم باشد، سایر نسبتزاویه 

 

22دانیم که :حل:  می yxR,
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y
sin +== ها، مقادیر، با توجه به این فرمولy , R  آوریم:را بدست می 
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 تمرین  

 های زیر را بنویسید. های مثلثاتی زاویهنسبت علامت  .1

 ـ          °340 (د           °220 (ج          °190 (ب            °130 (الف  °725 (و          °540 ( ه

 در کدام ناحیه مثلثاتی قرار دارد؟ ،  ∝مقابل به زاویه  کمانِ در هر یک از موارد زیر تعیین کنید که انتهایِ .2
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 ها قائم الزاویه هستند( ) تمامی مثلث را به دست آورید. x , y , z مجهول مقادیر .3

 

 

 

 

 

بلند کند. او  6متر را طبق شکل زیر با زاویه 3سانتیمتر میخواهد میله ای به طول  70متر و 1فردی با قد  .4

ابتدا یک سر میله را به دیوار تکیه میدهد و میله را تا قد خود بالا می برد. سپس آن قدر به سمت دیوار  

شود. او چند سانتیمتر ) یا متر ( به سمت دیوار حرکت کرده    6حرکت می کند تا زاویه میله با سطح افقی 

 است؟
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با قد6 به نوک برجی نگاه می کند.    2. شخصی  متر، 

افق  با  اول  دید  زاویه  حالت  است.   45دراین 

او  100اگر دید  زاویه  برود  عقب  خواهد  3متر 

  بود . ارتفاع برج را حساب کنید.

 

 

 

به .  7 و  ایستاده است  به روی یک پرچم  شخصی رو 

کند. زاویه دید این شخص بالاترین نقطه پرچم نگاه می 

زمین    32 سطح  از  این شخص  چشم  ارتفاع  و  درجه 

و    8/1 پرچم  متر  میله  تا  اش  است.    45فاصله  متر 

 طول میله پرچم را بیابید.

 

 با استفاده از دایره مثلثاتی همه زاویه هایی را بنویسید که : . 8

ج (                   tan=−1ب (                =cosالف( 
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=sin 

          . مقایسه کنید:9  3223215216211 tan)(tan)sin)(sin)cos)(cos) 

. اگر  10   با مشخص کنید.  sinباشد. حدود   153

−. اگر11 453   12و += mcos،تغییرات حدود  باشدm .را بیابید 

اگر. 12 1353 x   1و+= mxtan،تغییرات حدود  باشدm .را بیابید 

فرض کنید. 13
−

=  6
2
1

,
m

cosحدود تغییرات .m .را بیابید 

کمترین و بیشترین مقدار عبارت . 14
xsin34

1
+

 .را به دست آورید 

ای است که به گونه  αزاویه . 51
3
1

=cos  های مثلثاتی این زاویه را بیابید. . سایر نسبت  

اگر. 61
3
5

−=tan  انتهای کمان وα های مثلثاتی زاویه باشد، سایرنسبت در ناحیه چهارمα  .را بیابید 

اگر. 17
7
53

=cos  انتهای کمان وα های مثلثاتی زاویه باشد، سایرنسبت در ناحیه چهارمα .را بیابید 

اگر. 18
24
7

=tan  انتهای کمان وα های مثلثاتی زاویه باشد، سایرنسبت در ناحیه سومα .را بیابید 
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 را بیابید. αهای مثلثاتی زاویه سایرنسبت باشد.  cot=2اگر. 19

اگر. 20
5
3

= sin,tan  های مثلثاتی زاویه ، سایرنسبتα .را بیابید 

اگر  . 21
2
1

−= xtan,xcos   مقدارxsin .را به دست آورید 

موازی.  22 رودخانه  ساحل  دو  مقابل  شکل  شده،  در  داده  اطلاعات  به  توجه  با  اند، 

 عرض رودخانه را به دست آورید. 

هایهای مثلثاتی زاویه)اندازه نسبت 5641  را با ماشین حساب محاسبه کنید.( ,

 رابطه بین شیب یک خط و تانژانت
 آید.بدست می  "تفاضل طولها"بر "تفاضل عرضها"  تقسیم از  شیب یک خط راستهای قبل آموختیم که در سال

دقیقاً همان تعریف تانژانت یک زاویه    ، آید. و این هایشان بدست می   xهای دو نقطه برتفاضل    y  یعنی از حاصل تقسیم تفاضل 

ها    xکه خط با طرف مثبت محور    ای یک خط برابر است با تانژانت زاویه توانیم ادعا کنیم که شیب  در این صورت می  است!! 

 سازد. یعنی:   می 

                                              mtan = 

 

 

 گذرد.( می1و0درجه بوده و از نقطه ) 30ها xی آن با محور : معادله خطی را بنویسید که زاویه( 1)مثال

)x)((y)x)((y)xx(myyوtanm AA 1
3
31

3
3

3
33 −=→−=−→−=−==  

 را بنویسید:  Lی خط راست معادله ،:  با توجه به شکل داده شده( 2)مثال

 

ای تشکیل داده است؛ از آنجایی ها چه زاویه  xبا محور    Lحل:   ابتدا باید ببینیم خط راست  

 ها موازی است، لذا داریم:xبا محور  dکه خط

33

33

36060120180
3

−=

−=−−⎯⎯⎯ →⎯−=−

===−=

−

xy

)x()(y)xx(myy

tanm;

),(A
AA 
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 ها xشیب خط = تانژانت زاویه بین خط و طرف مثبت محور 
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α 
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 )محتوای تکمیلی( مثلثاتی هاینسبتنمودار 
 

 

 

 

 

 

 

 (    sin) نمودار 

 نزولی است.  3و  2صعودی و در ناحیه های  4و  1نکته:  سینوس در ناحیه های 

 

 

 

 

 

 

 

 (   cos) نمودار 

 صعودی است. 3و  2نزولی ودر ناحیه های  4و  1نکته:  کسینوس در ناحیه های 

 

 نکته مهم:

 است. یعنی؛   -1و  1*  سینوس و کسینوس هر زاویه )هر اندازه بزرگ یا هراندازه کوچک( همیشه بین اعداد 

1111 −− cos,sin 
 *  کتانژانت و تانژانت هر زاویه، عددی حقیقی است. یعنی :

−− cot,tan 

 

1 

1- 
   

1 

1- 
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 های مثلثاتی: روابط بین نسبت 

 
 رمـــول ــــف مثــــال 
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 اتحادهای مثلثاتی:
 شود.ها، اتحاد گفته می هایی برخورد می کنیم که همواره برقرارند. به این تساویروابط بالا، به تساویبا استفاده از 

 برای اثبات درستی یک اتحاد چند مسیر و راه حل وجود دارد:

 )راه حل الف( ؛ دو طرف اتحاد را همزمان ساده کنیم و به یک تساوی درستی برسیم. -

رابطه   - یک  از  ؛  از )راه حل ب(  استفاده  یا  و  عبارتی  یا  عدد  کردن  کم  یا  اضافه  با  و  کنیم  استفاده  درست 

 اتحادهای دیگر رابطه مورد نظر را اثبات کنیم. 

 )راه حل ج( یک طرف اتحاد را در نظر بگیریم و با یک سری عملیات ریاضی به طرف دیگر برسیم.  -

برای حل مسائل هست که مجا نیز  دیگری  ابتکاری  نیست. در ضمن البته شیوه های  این جزوه  آنها در  بیان  ل 

 صورت ترکیبی نیز اجرا کنیم. ا بهها رتوانیم این شیوهمی
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 زیر را بررسی کنید: های ( : درستی اتحاد 1مثال )
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 تمرین  

 درستی اتحادهای زیر را بررسی کنید: .1

cos sin
) ) tan

sin cos sin cos

cos x cos x) tan x ) sin x
cos x sin x sin x

)sin x cos x sin x cos x ) tan
sin sin

cos x
) ) tan x cot x

sin x( cos x) sin x.cos xsin x

) ( tan x)( c

 


   
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 ی یک زاویه: مثلثاتی قرینه  هاینسبت 

2
3

2
1 3366 ==−−=−=−
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cot)cot(

tan)tan(

cos)cos(

sin)sin(

 

 ) محتوای تکمیلی (  های متمم:مثلثاتی زاویه  هاینسبت 

اگر می   , این صورت  در  باشند  متمم  زاویه  بنویسیم:  دو  موضوع  9=+توانیم  این  به  توجه  با   .

بنویسیم:  می نیز  را  رابطه  این  توانیم   99 =−+ می )( نشان  این  و  زاویه.  دو  که  ,)(یدهد  − 9 

 شود: های مهم زیر حاصل می متمم یکدیگرند. از این نکته فرمول
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 ) محتوای تکمیلی (  های مکمّل:مثلثاتی زاویه  هاینسبت 

اگر می   , این صورت  در  باشند  مکمل  زاویه  بنویسیم: دو  موضوع  18=+توانیم  این  به  توجه  با   .

توانیم این رابطه را نیز بنویسیم:  می  1818 =−+ ,)(ی دهد که دو زاویه. و این نشان می )( − 18 

 شود:مکمل یکدیگرند. از این نکته فرمولهای زیر حاصل می 
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مثال: حاصل عبارت 
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 فوق العاده زیبا:

++==دانیم در هر مثلث رابطهمی 18ĈB̂Â   توانیم این نتیجه را بگیریم که مجموع و یا اینکه می

B̂ÂوĈهایدو زاویه در هر مثلث و زاویه دیگر ) زاویه سوم ( مکمل یکدیگرند. مثلاً زاویه  یکدیگرند.  مکمل  +

 های هر مثلث ارتباط زیر برقرار است: بین زاویه
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Ĉtan)B̂Âtan(
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درجه( روی یک دایره مثلثاتی حرکت کنیم، در شروع دور   360دانیم که اگر یک دور کامل )یعنی به اندازه  نکته: می

زاویه میبعدی،  ایجاد  که  نسبتهایی  که  آنشود  مثلثاتی  زاویههای  با  دقیقاً  مثال ها  برای  است.  برابر  اول  دور  های 

 با هم برابرند!! به روابط زیر توجه کنید:  +k2و زاویههای مثلثاتی زاویهنسبت
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کرد،  را می 2یعنی مضارب مثلثاتی حذف  نسبت  برای هر چهار  اگرتوان  باشید که  داشته  قرار توجه  اول  در ربع 

 کند و هم نسبت مثلثاتی را.هم علامت را عوض نمیk2ضمناً  گیرد.نیز در ربع اول قرار می +k2بگیرد،

 ها برقرارند. ضمناً روابط زیر نیز بین زاویه
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 نکته خیلی مهم:

 محاسبه بود، نسبت مثلثاتی تغییر نکرده و علامت بسته به ربع  ها و محاسبات بالا، هر کجا مضارب صحیحدر فرمول

2


و بالعکس تبدیل شده و ضمناً  cotبه  tanو بالعکس و  cosبه  sin یا مضارب فرد آن بود،  شود ،اما هر کجامی

 .شودعلامت بازهم با توجه به ربع محاسبه می
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 تمرین   

 را بدست آورید:   A , Bحاصل عبارات  .1

)cos().cos()cot().tan(B
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 را به دست آورید.   های زیردر کدام ناحیه از دایره مثلثاتی قرار دارند، سپس مقدار آنهاابتدا تعیین کنید زاویه .2
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در هر مورد، همه مقادیر بین .3   را بیابید که روابط داده شده برقرار باشد.  36,
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بسازد و از نقطه 6محور طولها زاویه مثبتمعادله خطی را بنویسید که با جهت  .4
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A .بگذرد 

بسازد و از نقطه 6محور طولها زاویه منفیمعادله خطی را بنویسید که با جهت  .5
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را برحسب درجه و    سانتیمتر جدا میکند. مقدار  6کمانی به طول    سانتی متر زاویه   3در دایره ای به شعاع   .6

 رادیان به دست آورید.

،  Lسانتیمتر وزاویه مرکزی روبه رو به کمان  6اگر اندازه شعاع دایره ای .7
3
 رادیان باشد.طول کمانL  .رابیابید 

9متر، مسافت   10به شعاع  دوچرخه سواری در یک پیست دایره ای   .8
1   ای که طی  را می پیماید. اندازه زاویه

 شده است را برحسب رادیان ودرجه به دست آورید.
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 حاصل عبارات زیر را به دست آورید.    .20
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3275اگر .21 +=tan  باشد، حاصل عبارت
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 را به دست آورید.  
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 باشد:  =

 مثلثاتی را محاسبه کنید.  هاینسبت  سایرب.        ا حساب کنید.            ر mالف. مقدار 

=اگر .23 cossin  را بیابید. αهای مثلثاتی زاویه نسبت ، سایر 23

اگر بدانیم  .24 =++− 739 2 sincos,tan .سایر نسبتهای مثلثاتی را بیابید 
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 حد امکان ساده نمایید.عبارات زیر را  تا  .28
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 ساده کنید:تا حد امکان عبارات مثلثاتی زیر را  .29
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 های زیر را ثابت کنید.تساوی .30
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زاویه .31 از  یکی  الزاویه سینوس  قائم  مثلث  برابر  های  ای 
25
زاویه     7 همان  مقابل  ضلع  طول  بوده،   7و  سانتیمتر 

 مساحت مثلث را به دست آورید.

13، مقادیر   Cدر رأس ABCدر مثلث قائم الزاویه   .32 == a,b   باشد. میAcos  .را به دست آورید 

های آن سانتیمتر وسینوس یکی از زاویه 9طول وتر یک مثلث قائم الزاویه .33
3
2

 است. مساحت مثلث چقدر است؟  

های آن و کسینوس یکی از زاویه 20طول وتر یک مثلث قائم الزاویه .34
5
4

 چقدر است؟است. مساحت  

==داریم : ABCدر مثلث .35 456 A,B   3اگر ارتفاع=AH باشد، طول ضلع  چقدر است؟ 

به دیواری تکیه داده   .36 نردبان از سطح زمین  نردبانی  برابر   12شده است. اگر فاصله سر  نردبان  متر و شیب 
5
12

 

 باشد. طول نردبان را به دست آورید.

===ABC ،در مثلث قائم الزاویه  . 37 


9
5
4

12 A,Bcos,AC محیط مثلث  باشد. میABC   دست آورید. را ب 

مثلث   .38 الزاویه در  ==ABC،قائم  


9
5
3

A,Ctanو تصویر ضلعc  بر روی ضلعa  اندازه   6/3برابر است. 

 ارتفاع وارد بر وتر کدام است؟

BCABرابطه  ABCدر مثلث    .39 =بین اضلاع برقرار است و  =2 


3A .نوع مثلث را مشخص کنید ، 
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)xycos)yx(sin)yxحاصل عبارت    .40 236 2222 −−−+  .را به دست آورید 

اگر  .41 22512 x  آنگاه حدودxcos .را بدست آورید 

حاصل عبارت  .42
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sinsin  42را با فرض /tan  = .به دست آورید 

 را محاسبه کنید. BHدر شکل مقابل ، مقدار  .43
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cossin

cossin  .را محاسبه کنید 

 را بیابید.  Bدر شکل مقابل زاویه   .47

 حاصل عبارات زیر را به دست آورید.   .48
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درجه افزایش  15درجه است. اگر با ثابت ماندن طول دو ضلع مجاورش، این زاویه را  30یک زاویه مثلثی   .50

 ؟ شود میدهیم، مساحت چند برابر 

زاویه دید ناظرهای در دو طرف یک درخت واقع و با پای درخت بر یک راستا هستند. اگر    دو ناظر   .51

   به ترتیب 453 ,  311باشد و فاصله دو ناظر برابر   باشد. ارتفاع درخت را حساب کنید.  +

534253،اگر ABCدر مثلث  .52 22 =+=+= a,cb,A 


   ، آنگاه مساحت مثلث را به دست آورید. 
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