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 :اهداف 

 ..روش محاسبه ی مساحت چند ضلعی ها شامل مربع و مستطیل و 

 روش محاسبه ی مساحت چهار ضلعی های دارای دو قطر عمود برهم 

 استفاده از مساحت جهت استدلال برای اثبات برخی ویژگی ها 

 آشنایی با نقاط و چند ضلعی های شبکه ای 

 ی ها ی شبکه ای و شکل های نامنظم هندسی     سبه ی مساحت چند ضلعارمول پیک برای محفآشنایی با 

  

 

 :یادآوری

 

s a p a d a2 4 2   

 مساحت یک مربع با محیط آن برابر است. طول قطر مربع را بیابید. مثال:

 s p a a a a a a a ,a d a2 24 4 0 4 0 0 4 2 4 2               

 

         s ab p a b d a b2 22     

مفروض است . اگر نسبت قطر مستطیل  bو عرض  4به طول  مستطیلیتست: 

5به مساحت آن برابر 
12

 5(4              4(3          3(2                  2( 1   .کدام است  bباشد. 

 مربع 

 مستطیل

ba bd b
b b

s b b

b b b

ab

b b

2 2
2 2

2

2 2 2 2

2 25 5 16 5 16 25
144 9 25 1

12 12 4 12 9
144

44 25 9 16 9 3
16

 
      


   

       

 آن مساحت و کاربرد
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و مساحت باشد. فرمولی برای ارتفاع  a،اگر طول هر ضلع برابر  ABCدر مثلث متساوی الاضلاع فعالیت:

 بیابید. aمثلث برحسب 

a a a
AH HC AC AH AC HC a AH

a
a

AH BC a
s

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2

2

3 3
4 4 2

3
32

2 2 4

         




  

 

2در مثلث متساوی الاضلاع ، به طول ارتفاع مثال:  ، مساحت مثلث را به دست 3

 آورید. 

a a a
AH a s

2 23 3 3 3 4
2 3 4 4 3

2 2 4 4


         

 

 باشد   hیر آن ظو ارتفاع ن aاگر اندازه یک ضلع متوازی الاضلاع 

  

AC BD
S P AB4

2


  

 

 ثابت کنید. برهم عمودند. AC,BDدو قطر  ABCDدر چهار ضلعی قضیه : 

ABCD

AC BD
S

2


 

 

ABCD
ABD BCD

ABCD

S S S AO BD CO BD

BD AC
S BD AO OC

1 1
2 2

1
2 2

       


  

 

در هر چهار ضلعی که قطر هاش بر هم عمود باشند مساحت برابر نصف حاصل ضرب دو قطر می نتیجه: 

 باشد.

 متوازی الاضلاع

وزیل  

s a h 
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 a b h
s p a b c d

2

 
     

1ارتفاع مساحت ذوزنقه مساوی مجموع دو قاعده 
2
 

 مساحت شکل مقابل را به دست آورید. مثال:

 

h h h , x x x ,

s

2 2 2 2 2 2 2 210 6 100 36 64 8 17 8 289 64 225 25

12 25 12 6 8
4 55 220

2

               

  
   

 

. مساحت انتی متر باشدس 6درجه است . اگر ارتفاع و قاعده کوچک هر دو  54یک زاویه ذوزنقه قائم الزاویه ای  مثال:

 ذوزنقه چند سانتی متر است.

                                  حل:
 

s
6 6 6 6

18 3 54
2

  
                 

درجه است.  54و اندازه های دو زاویه ی مجاور یک قاعده  a,bدر ذوزنقه ی شکل مقابل اندازه های دو قاعده مثال: 

 عمود کنید. DCبر قاعده  A,Bحاسبه کنید. از م a,bمساحت ذوزنقه را بر حسب 

 مستطیل است پس: ABCDوارد می کنیم چهارضلعی  CDرا بر  BE,AFعمودهای 

 
  

ABCD ABCD

ADF: A D AF DF h a b
CD h b a h

BCE : B C BE EC h

a b a b a b
s a b h s

1

1

2 2

45
2

245

1
2 4 4





        
     

        

  
    

 

 

 

 

 

 ذوزنقه 
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نمایش می دهیم و دارای خصوصیات زیر  ASرا با  Aچند ضلعی باشد.مساحت شکل یک  Aفرض کنیم 

 د.می باش

1-AS 0.یعنی مساحت هر ناحیه در صفحه ، عددی مثبت است 

  اگر دو مثلث هم نهشت باشند.، مساحت های آن مساوی خواهد بود.-2

 

 

 یادآوری: 

اندازه ی ارتفاع های نسبت مساحت ها برابر نسبت د، ندر دو مثلث اگر اندازه ی قاعده ها برابر باش1ویژگی :

s.این قاعده هاستظر متنا h

s h

 

 

در دو مثلث که اندازه ی دو ارتفاع برابر باشد،نسبت مساحت ها برابر نسبت اندازه های قاعده : 2ویژگی 

 های متناظر این دو ارتفاع است.

 نشان دهید یک میانه در هر مثلث آن را به دو مثلث با مساحت های برابر تقسیم می کند.: قضیه

BM MC فرض 

AMB AMCS S حکم 

 

 کاربردهایی از مساحت

هااصول مهم مساحت در چند ضلعی   

BM MCAMB AMB
AMB AMC

AMC AMC

S SBM BM
S S

S MC S MC
1

     
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نشان دهید اگر وسط های هر سه ضلع مثلث را به هم وصل کنیم ، چهار مثلث هم نهشت و در نتیجه قضیه: 

 با مساحت های مساوی ایجاد می شود.

M, N,Pفرض وسط اضلاع 

AMN BMP MPN CNPS S S S   حکم 

 

  
س ال ت

AM AN
MN BC

MB NC
1   طبق فرض داریم 

PNو به همین ترتیب می توان ثابت کرد  BA 

NPC MNP MNA 2     به همین ترتیبPN BA
MNPB MPB MNP

MN BC
1


   


 

, NPC MNP MNA MBP1 2        

 های مساوی می باشند. اگر چهارمثلث با هم همنهشت باشند آن گاه دارای مساحت

 :سه میانه ی هر مثلث در نقطه ای درون آن مثلث هم راس اند، به طوری که: ویژگی میانه

1فاصله ی این نقطه تا وسط هر ضلع برابر -الف 
3

 اندازه ی میانه نظیر این ضلع است،  

2فاصله اش تا هر راس  -ب
3

 است. راس ازه ی میانه نظیر آناند

GN BN BG BN
1 2
3 3

  
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 نشان دهید سه میانه هر مثلث آن را به شش مثلث با مساحت های مساوی تقسیم می کند. سوال:

 اثبات: روش اول:

ه يان م

ه يان م

ه يان م

ه يان م

ه يان م

, , , ,

AGB: PG S S

AGC : NG S S

BGC : MG S S

AM S S S S S S S S S S S S

BN S S S S S S S S S S S S

S S S S

1 6

2 3

5 4

1 6 5 2 3 4 1 5 2 5 1 2

1 6 2 5 3 4 6 2 5 2 6 5

1 2 3 4 5
1 2 6 5

1

2

3

2 2 4

2 2 5

  

  

  

           

           

     S4

 

      روش دوم:
ه يان م

APG BPG

ه يان م
AGN CGN

ه يان م
BMG CMG

ه يان م

ه يان م

,

AGB: PG S S x

AGC: NG S S z

BGC: MG S S y

AM x x y z z y x y z y x z

BN x x z y y z x y x y

x y z
1 2

2 2 1

2 2 2

   

   

   

           

         

  

 

در نظر بگیرید. ثابت کنید  aمثلث متساوی الاضلاع به ضلع اندازه  را درون یک Mنقطه دلخواه مثال: 

 ، ارتفاع مثلثاندازه ی برابرمجموع فاصله های هر نقطه درون مثلث از سه ضلع 

MN MG MH AP a
3
2

    

را MAC,MBC,MABسه عمود بر سه ضلع رسم می کنیم سپس مساحت های سه مثلث  Mاثبات : از 

  محاسبه می کنیم.
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 

 

ABC AMC AMB BMC
S

a

S S S

AP BC MN AC MG AB MH BC

MN a MG a MH a
a MN MG M

M

M

N

N

H

AP a
a MN MG MH AP M

MG M P

G MH

H A

2 2 2 2
1

2 2 2 2
1

2 2

3
2

     

   
    

  
    


       

  





 

4در مثلث متساوی الاضلاع به ضلع مثال:  2و2درون مثلث از دو ضلع آن  M، فاصله ی نقطه ی 3 2

 از ضلع سوم را حساب کنید. Mاست. فاصله ی 

AH a a x x x
3 3 12

4 3 6 2 2 2 6 6 4 2 2 2
2 2 2

                 

dکنیم دو خط  فرض: 3ویژگی  ,d1  Oدر نقطه ای مانند  DC,BAموازی باشند، به طوری که دو خط  2

OADدر نتیجه  متقاطع باشند.  OBDS S 

         دارای قاعده های  مشترک و ارتفاع                ADB,DBCدومثلث  حل:    

ADBاشند بنابراین داریم برابر می ب     BDCS S 

ADB BDC ADB OBD BDC OBD AOD BOCS S S S S S S S       

 که به آن قضیه پروانه ای گویند.

شکل مقابل زمیت کشاورزی را نشان می : کاربردی مثال

به دو ناحیه  abcبا مسیر شکسته ی XYZTزمین  دهد :

 تقسیم شده است.
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جایگزین کنید به طوری که  xy,ztخط مستقیم بین را با یک پاره  abcمسیر شکسته ی مسئله : 

 مساحت دو ناحیه تغییر نکند.

رسم می  ACخطی به موازات خط Bمتصل می کنیم ، واز  Cرا به  Aحل: 

مساحت نواحی  AFبا رسم قطع کند .  E,Fکنیم تا دو مرز دیگر را در 

OAB طبق ویژگی قضیه پروانه ای مساوی می شود. OFCS S  1از ناحیه 

به این  OFCبر داشته می شود. ولی در عوض مساحت AOBمساحت 

 ناحیه داده می شود. که تعادل برقرار خواهد شد.

ثابت کنید در هر مثلث متساوی الساقین مجموع فاصله ی هر نقطه روی قاعده از ساق ها، فعالیت:

MK   برابرارتفاع وارد بر ساق مثلث است. MK BH   

 اثبات :

 

 

AB AC
ABC AMC AMBS

K

S S AC BH AC MK MK BA

AC BH AC MK MK AC AC M

C BH

K MK

B MKAC H A M MK MK

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2


 

       

     

  

   

    

 

 AB و ضلع  6متساوی الساقیتن است اگر مساحت مثلث  ABCمثلث  مثال:

DEباشداندازه  5برابر  DF .را به دست آورید 

 S CH AB CH CH

DF DE CH

1 1 6
6 4 3

2 2 2
3

       

  

 

 

نقاطی که روی خط های افقی و عمودی واقع اند به طوری که فاصله هر دو نقطه متوالی نقاط شبکه ای :

 برابر واحد باشدرا نقاط شبکه ای گویند.

اگر یک چهار ضلعی تمام راس هایش روی نقاط شبکه باشد. چند ضلعی را شبکه چند ضلعی شبکه ای :

 .ای می نامیم 

 نقاط شبکه ای و مساحت
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نام  bع چند ضلعی قرار دارد، نقاط مرزی گفته می شود و با به نقاطی از شبکه که روی اضلا:نقاط مرزی  

 گذاری می شود

 نقاطی از شبکه که درون چند ضلعی قرار می : نقاط درونی

 نام گذاری می شود. iگیرد نقاط درونی گفته می شودو با 

 

 قضیه پیک: 

 یبی مساحتفرمول مهم و کاربردی است . توسط الکساندر پیک کشف شده است که در محاسبه تقر

bشکل های نامنظم هندسی استفاده می شود.        
s i1

2
   

 حداقل تعداد نقاط مرزی در چند ضلعی شبکه ای چند تاست؟سوال: 

حل حداقل سه نقطه است . زیرا چند ضلعی که کمترین راس را داردمثلث است و با وصل 

چ نقطه ای روی ضلع ها قرار نمی گیرد و نقطه از نقاط شبکه ای تشکیل می شود و هی 3

bفقط روی راس هاست . , i3 0  

 هر عدد حسابی باشد. دهیچ نقطه ای درون شبکه قرار نمی گیردو نقاط درونی آن همواره می توان

 مثال: مساحت شکل های زیر را به دست آورید.

 

 

b
s ii b

24
28 24 1 28 39

2
1

2
      
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  ت هاشور زده را به دست آورید.مساحت قسم مثال:

s1  مساحت شکل  هندسی بزرگ     s2مساحت شکل هندسی کوچک : 

b i s

b i s

s s s /

1

2

1 2

27 69
27 22 1 22

2 2
12

12 2 1 2 7
2

69 55
7 27 5

2 2

     

     

     

 

 تمرین کتاب: 

2در یک لوزی اندازه ی هر ضلع -1 1و نسبت اندازه های دو قطر  10
3

 است. مساحت لوزی را پیدا کنید.

   

     

x x x x x x

a x b x s a b

222 2 2 23 2 10 9 40 10 40 2

1 1
2 3 6 2 12 2 2 2 4 12 4 24

2 2

        

           

 

AB، مطابق شکل  ABCDدر چهار ضلعی  -2 AD, BC CD   است. آیا

قطرهای این چهار ضلعی بر هم عمودند؟ چرا؟ نشان دهید در این چهار ضلعی قطر 

AC   روی نیمساز هایA , C   باشند، مساحت  6و8است .اگر اندازه های دو قطر

آن را محاسبه کنید. چهار ضلعی با این ویژگی کایت نام دارد.نشان دهید در کایت 

  یک قطر عمود منصف قطر دیگر است.

 

ه س

ع ل ض

AB AD

BC CD ABC ADC A A , C C

BD BD

AB AD

A A H H AC BD S

AH AH

1 2 1 2

1 2 1 2
1

90 6 8 24
2



 


       
 

 


          
 

 

  AB AD بنابراین ABD  متساوی الساقین است که  AH  پس  هم ارتفاع و هم میانه و هم نیمساز است

 باشد. BDعمود منصف می تواند 
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هر دو متوازی الاضلاع اند. اگر  ABCD,ABEFموازی اند و d,dدر شکل دو خط  -3

 Sباشد،مساحت دیگری برحسب  Sالاضلاع ها برابر  مساحت یکی از این متوازی

 چقدر است.

 داریم: در نظر می گیریم بنابرابن hرا d,dفاصله دو خط  حل: 

ABCD ABEF ABCD ABEFs h AB ,s h AB s s      

 

است و BCوسط ضلع  ABCD ،Mدر متوازی الاضلاع  -5

 قطع کرده است. نشان دهید: Nرا در  BDقطر AM اره خط پ

ABCD
MNB

S S
1
12

  

 می دانیم در متوازی الاضلاع قطر ها منصف یکدیگرند. 

متوازی ، با نصف شدن قطرهای ABCبنابراین  در مثلث 

AO   الاضلاع،   OC     و طبق فرضBM MC    است . پسN  محل برخورد دو میانه ی مثلثABC است

1میانه دیگر مثلث رسم شده است و مساحت مثلث رنگی  CNو با رسم  
6

است و ABCمثلث مساحت  

 :قطر متوازی الاضلاع است در نتیجه داریم  ACچون 

MNB ABC

S S

ABCD ABCD ABCD
ABC MNB

S S S S S

1
61 1 1 1

2 6 2 12

 

 

  
    

 
 

AMاست و   BCخط موازی ضلع ABCدر مثلث   -7

MB

1
2

   .

PC همچنین

PB

1
3

   .استAQNS ,MQPB    چه کسری از مساحت

ABC  .است 
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 

   
AQN

ABC

AM AM AM AK QN

MB MB AM AB AH PC

QN x,AK x,AH x,PC x

S AK QNQN X MQ x x x

PC x PB x S x x x
AH BC

1 1 1
2 1 2 3

3 3

1
3 12

13 9 3 3 9 36
2





      
 

   

   
   

     

 

     

     
     

 

AQM

ApM AQM
MQPB

ApM

MQPB

ABC

S AK MQ x x x

S S S x x x x

S AH PB x x x

S
x x

S xx x

2

2 2 2 2

2

2 2

2

1 1 1
3 3

1 1 12 2 2 27 3 24 12
1 1 1 2 2 2

3 9 27
2 2 2

12 24 2
1 33612 3
2


    

      
     


  



 

 MNمترکه دو نفر به طور مساوی در آن شریک اند، مرز  15و38زمین مستطیل شکلی به ابعاد  -8 

 را چگونه رسم کنیم تا زمین به دو قطعه با مساحت های  مساوی بین آن دو تقسیم شود.

AN چنان اختیار کنیم که  ABرا روی ضلع  Nکافی است نقطه ی حل:  20  در این صورت دو ذوزنقه با

 تشکیل می شود. 15وارتفاع 18و22قاعده های 

لعی ض سه چند ضلعی متشابه روی سه ضلع یک مثلث قائم الزاویه می سازیم. ثابت کنید مساحت چند -9

 روی وتر برابر مجموع مساحت های ساخته شده روی ضلع های زاویه ی قائمه است.

حل: فرض کنیم سه چند ضلعی متشابه ساخته 

Sشده به مساحت های  ,S ,S1 2 باشند . می  3

دانیم نسبت مساحت های دو چند ضلعی 

 :     متشابه برابر مجذور نسبت تشابه است

S Sa c
,

S Sb b

S S a c c a

S S b b b

S S S

2 2
2 3

2 2
1 1

2 2 2 2
2 3

2 2 2
1 1

1 2 2

1

  


    

  
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واحداندمفروض  m,nیک مستطیل شبکه ای با ضلع های افقی و قائم که اندازه های ضلع های آن -11

 است.مساحت آن را ابتدا به روش معمول وسپس به کمک فرمول پیک محاسبه و آن ها را مقایسه کنید.

واحد است.پس روی هرطول  nحل: اندازه ی طول مستطیل 

نقطه داریم  m+1اریم و روی عرض آن نقطه د n+1مستطیل 

.اما دو نقطه ی آن قبلا در هر قسمت محاسبه شده است 

پس داریم    b n m m n2 1 2 1 2 2      

برای محاسبه نقاط درونی ستون اول و آخر را کنار می 

گذاریم پس:   i m n1 1   

 
  

n

b
s

m n
m n m n mni m n mn

s m

2
1 1 1

2
1 1

2
1


           



  

 

 


